
教育部九十九學年度高級中學數學競賽 
台中區複賽試題（二）及參考解答 

 

一、設

( 1) 2

( , , ) ( 1) 2 , , ,

( 1) 2

x x yz
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，試求 A。(5 分) 

【解】 

令
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   則 
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  若 , ,x y z中任二數皆不相等，則 

  

1 2 0

1 2 0

1 2 0

x y z

y z x

z x y

   


   
    

 

  三式相加得 3 0  ，矛盾。 

  所以 , ,x y z中至少有兩數相等，設 x y ， 

  若 y z ，則 2 1 1z x y x     ， 

  因此 ( , , ) (0, 1,1)x y y z z x      

  由對稱性知，若 x z ，則 ( , , ) ( 1,1,0)x y y z z x      

        若 y z ，則 ( , , ) (1,0, 1)x y y z z x      

        若 x y z  ，則 ( , , ) (0,0,0)x y y z z x     

    (0,0,0),(0, 1,1),( 1,1,0),(1,0, 1)A     . 

 

 

二、記不大於 t的整數中最大的整數為[ ]t 。求方程 2 2[ 2 ] 2[ ] [ ]x x x x    

    在0 3x  內所有實數解。(5 分) 

【解】 

○1

○2  

○3  

○1 －○2

○2 －○3  

○3 －○1  



2 2 22 ( 1) 1 ( 1) 1x x x x                 。方程可改寫為 

2 2 2 2[( 1) ] [ ] 2[ ] 1 ([ ] 1) [ 1]x x x x x        。 
2 2[ ] [ ]t t  在 1m t m   可解如下： 

令 t m   ，1 0  。 2 2 2 2[( ) ] [2 ]m m m m        當且當
2 2 20 2 ( ) 1m m m        。故 2 2 2 2( ) 1m m t m     。 

當 0m  ， | |m m  ， 2 2 2( )m t m   ，此時只有解 0  ， t m 。 

若 0m  ， 2 1m t m   。故方程的解為 0, 1, 2,x    或 21 2 2m x m m     ,

1,2,m  ， 

在0 3x  內解為 0x  或1 1 2x   。 

 

三、設 a和 b為實數，且使方程    4 3 2 1 0x ax bx ax      

    至少有一個實根，對所有這種數對 ( , )a b ，求出 2 2a b 的最小可能值。

(6 分) 

【解】 

首先考慮方程 

   
1

x y
x

  ，y為實數。 

它等價於 2 1 0x yx   ，一個 x的二次方程，當且僅當判別式 2 4 0y   時，即 | | 2y 

時有實根。 

現在解 4 3 2 1 0x ax bx ax     ，以 2x 除之，然後令
1

y x
x

  ，得 2 ( 2) 0y ay b    。

這個二次方程根是 

2 4( 2)1

2

a a b
y x

x

   
    

其中至少有一個絕對值 2 ，這條件利用三角不等式則是 

2 4( 2) 4a a b    . 

這等價於 2 4( 2) 4a b a    ，兩邊平方並減去 2a 後，我們有8 8 4a b  ；以 4



除之，再平方得 2 24 4 4a b b   。兩邊加上 24b ，我們有 2 2 24 4 5 4 4a b b b    ，

因此 

2

2 2 25 5 4 4 2 4

4 4 5 5 5 5
a b b b b

   
         

   
. 

右邊的最小值當
2

5
b   時出現，且值是

4

5
，於是 2 2a b 的最小可能值是

4

5
。 

 

四、令N為自然數集，若函數 :f N N 滿足 ( 1) ( )f n f n  且 ( ( )) 3f f n n ，

求 (54)f 。(5 分) 

【解】 

使用歸納法證明 (3 ) 2 3n nf   , +1(2 3 ) 3n nf   ,  0n  成立。 

先證 (1) 1f   

假設 (1) 1f  ，則 ( (1)) (1) 1 3 1 3f f f     矛盾。 

又因 ( 1) ( )f n f n  ，f是遞增函數。 

又因 ( )f x N , (1) 1f   

1 (1) ( (1)) 3 1 3f f f      

0n  時(a), (b)成立 

假設n k 時，(a), (b)成立 

因此 (3 ) 2 3k kf   ， 1(2 3 ) 3k kf    

1 1(3 ) ( 2 3 )) 3 2 3 2 3k k k kf f f         

1 1 1 2(2 3 ) ( (3 )) 3 3 3k k k kf f f         

1n k  時，(a), (b)成立； 

由歸納原理知對所有n N , (a), (b)成立； 

故  3( 5 4 ) ( 2 3 )f f   81 . 

 


