
九十九學年度台灣省第二區(新店高中) 

高級中學數理及資訊學科能力競賽 

數學科筆試（一）試題及參考解答 
 

問題一：(1)設 L 為橢圓
2 2

2 2
1

x y

a b
  之一條切線，若 L 的斜率為m ，試證： L 的方程式

為 2 2 2y mx a m b   。(8 分) 

(2)求橢圓 2 25 5x y  與圓 2 2( 2) 5x y   之所有公切線的方程式。(8 分) 

(合計 16 分) 

【証明】： 

    (a)設 L 的方程式為 (1)y mx k   

     將 L 代入橢圓方程式，消去 y 後得到 
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     因為 L 是切線，所以方程式(2)有重根，亦即其判別式為0，故有 

     4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 24 4 ( ) ( ) 0a k m a k b m a b k m a b k m a b           

     因此 2 2 2y mx a m b   。 

    (b)橢圓方程式為
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x y     ，圓的方程式為 
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     設公切線的斜率為m ，則由(a)可知對橢圓之切線為 25 1 (1)y mx m    

     對圓之切線為 2( 2) 5 5 (2)y m x m     

     因為(1)與(2)代表同一公切線，所以 2 25 1 ( 2) 5 5mx m m x m      。 

     將此式化簡，可得到 

     2 2 2 2 2 25 1 2 5 5 4 4 4 5 5 1 5m m m m m m m m            

     由此得到
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     (i)當
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     (ii)當
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     共二條公切線。 

 

問題二：設△ABC 滿足 ACAB  。若點 P 是△ABC 的內部一點，且 30ACP 、

PBCPCB  2 。若直線 CP 與中線 AD 交於點 F，試證： AP 是△AFC 的

一內角平分線。                                         (16 分) 

 

【証明】：過 A 作直線 CP 的垂直線，設垂足為 E。在直角三角形△AEF 與△CDF 中，

因為 CFDAFE  ，所以， DCFEAF  。因為 ACAB  且 AD 與 BC 垂

直，所以， FCFB  ， DBFDCF  。由此可得 DBFEAF  。於是，

△AEF 與△BDF 相似，因而得       
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    因為 PBCPCBFBC  2 ，所以， BP 平分 CBF 。由此得 
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    在直角三角形△ACE 中，因為 30ECA ，所以， AEAC 2 。由此得 
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    於是， AP 平分 FAC 。  

 

問題三：設數列 na 滿足： 1 2 1a a   及
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試證：數列 na 中任意相鄰兩項都是互質的整數。             (17 分) 

【証明】： 1 1a  , 2 1a  , 3 3a  , 4 13a  ,
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當 2,3,4,5,6n  時 na 都是整數且  1, 1n na a    

用數學歸納法 

設當2 i n  時， ia 都是整數且  1, 1i ia a    

則
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因為  1 2, 1n na a   所以 1p   

因此 1na  為整數。 

令  1,n na a k  ，又 2

1 1 1n n n na a a a      

1 1| n nk a a    

2| 1n nk a a    

|1k  

1k  所以  1, 1n na a   

由數學歸納法， na 都是整數且  1, 1n na a   

 

 


