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問題一：設實函數 f 滿足 (0) 0f  且 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

f x y f x f y f y f x
 

     對任

意實數 ,x y 都成立，試證：對任意實數 x ， ( ) 1f x  。 

【參考解答】 令
2

x y


  代入原式，可得 ( ) 0f   。再令 x y   代入原式，可

得 (2 ) 0f   。於是，取 , 0
2

x y


  代入原式，可得
2

( ) ( )
2 2

f f
  

  
 

，因此，

( ) 0
2

f


 或 ( ) 1
2

f


 。 

(i) 若 ( ) 0
2

f


 ，則取 0y  ，可得 ( ) ( ) (0) ( ) ( ) 0
2 2

f x f x f f f x
 

    。 

(ii) 若 ( ) 1
2

f


 ，則對任意的實數 x，令
2

y x


  ，可得

2 21 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

f f x y f y f y f x f x f y f x


       。 

     因此， ( ) 1f x  。 

 

 

問題二：設 ,  都是實數，若不論  值為何，方程式 4 2 22 0x x x     的四個

根都是實根，試證： 1  。 

【參考解答】設四個實根為 1 2 3 4, , ,x x x x ，則利用根與係數的關係，可得 

1 2 3 4 0x x x x    ，
1 4

2i j

i j

x x
  

   ，且 2
1 2 3 4x x x x     。 

(i) 若 0  ，則顯然 1  ，且方程式至少有一零根。 

(ii) 若 0  ，則 1 2 3 4, , ,x x x x 均不為零，所以 2 2 2 2
1 2 3 4, , ,x x x x 均為正數。 

由於 2 2 2 2 2 2
1 2 3 4 1 2 3 4

1 , 4

( ) 2 0 2 ( 2) 4i j

i j

x x x x x x x x x x

 

              ， 

再利用算幾不等式：
2 2 2 2

2 2 2 21 2 3 4 4
1 2 3 4
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x x x x
x x x x 

  
     ，可得 1  。 


