
九十七學年度台北區 

高級中學數學及自然科能力競賽 

數學科筆試(一)【參考解答】 

 

問題一：設 cba ,, 為整數且 0a . 若方程式 02  cbxax 的根為有理數， 

試證： cba ,, 中至少有一個是偶數。 

【解】 

由公式可得方程式的兩根： )0(,
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42


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 a
a
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x 為有理數， 

所以 kacb  42 為整數，即 22 4 kacb    (1) 

假設 cba ,, 均為奇數，則 k亦為奇數；令 12,12  nkmb ，其中 nm, 為整數。 

由(1)式可得 

                      22 )12(4)12(  nacm  
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所以 ac必為偶數，此與假設矛盾。故， cba ,, 三數之中至少有一個是偶數。 

 

 

 

問題二：設函數 f 滿足 (1) 2f  ，且對每一個正整數 x， ( 3) ( ) 3f x f x   、

( 1) ( ) 1f x f x   都成立，試求 (2008)f 之值。 

【解】 
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問題三：數列 ny 滿足 1=1y 且 2
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         試求 A之值。 

【解】  
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因為 3
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故 1A  。 

 

兩個關鍵  
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2.最後要用到 1k ky y   

 



問題四：設一圓內接六邊形 1 2 6A A A 的面積為 a。 

試證：以 1 2 6, , ,A A A 任三點為頂點的三角形中，必有一個三角形的面積

不小於
3

a
。 

【解】  

證明：對任意內接六邊形 1 2 6A A A ，也必有一個三角形，其面積不小於
3

a
。  
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設三條對角線交於點 , ,P Q R ，如圖所示( , ,P Q R 可以重疊)，則六邊形 1 2 6A A A 可

被 1 2PA A ， 4 5PA A ， 3 4QA A ， 6 1QA A ， 2 3RA A ， 5 6RA A 所覆蓋，故此六個三角

形面積和不小於 a ，即 

1 2PA A 4 5PA A  3 4QA A  6 1QA A  2 3RA A  5 6RA A a   。 

不失一般性，設 1 4A P A P ，則 

1 2 5 1 2 1 5 1 2 4 5A A A PA A PA A PA A PA A       。 

同理，設 6 3A Q A Q ，則 1 4 6 1 6 6 4 1 6 3 4A A A QA A QA A QA A QA A       ； 

設 3 6A R A R ，則 2 3 5 2 3 3 5 2 3 5 6A A A RA A RA A RA A RA A       。 

因此， 1 2 5 1 4 6 2 3 5A A A A A A A A A a    。故此三個三角形中至少有一三角形，其面

積不小於
3

a
。 

 


