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【問題一】：設 cba ,, 為某三角形之三邊長，試證： 

)(2)( 4442222 cbacba  。（16分） 

【證法一】：展開並簡化此不等式如下： 
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因式分解不等式（*），得到 

      

0))()()((

)]([)]([)]([)]([

])([])([ 2222







cbacbacbacba

cbacbacbacba

cbacba

 

             +       -       +       + 

 (因為 cba ,, 為任一三角形之三邊長，所以 cba ,, 滿足
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，不等式得證。) 

【證法二】：展開並簡化此不等式如下： 

         444222222444 222222 cbaaccbbacba   
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由上可知，欲證此不等式成立，即等價於證明不等式（*）成立。 

令 2ax  ，並考慮下列一元二次方程式： 

     0)()(2 222222  cbxcbx    -------------（**） 

  其兩根分別為 2
1 )( cbx  ，和 2

2 )( cbx   

  由觀察不等式（*）和一元二次方程式（**）得知： 



不等式（*）成立 22 )()( cbxcb   
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因為 cba ,, 為任一三角形之三邊長，所以（***）必成立。 

因此，不等式（*）亦成立，亦即欲證之不等式成立。 

 



【問題二】：在△ABC中，點D在 AB上且 BDAD 2 ，又點 E是 AC的中點。若

BECACD  ，試證：△ABC是直角三角形。（16分） 
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【證法一】：在CA的相反射線上選取點 F 使得 CECF  。在△ABF 中，因為 DBAD 2  

且 CFAC 2 ，所以，CD與BF 平行。由此可得 AFBACD  。依假設，

可得 

EFBAFBACDBECBEF  。 

由此可知△BEF 是等腰三角形且 BFBE  。因為BC 是等腰三角形△BEF 的底邊EF

上的中線，所以， BC 與EF 垂直，亦即： ACB 是直角，△ABC 是直角三角形。∥ 
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【證法二】：設 BE 與CD相交於點 G。過點 E 作CD的平行線與 AB 相交於點 H。 

因為點 E 是 AC 的中點，所以，點 H 是 AB 的中點。因為 DBAD 2 ，所以， DBDH  ，

進一步得 GEGB  ，點 G 是BE 的中點。因為 BECACD  ，所以， GCGE  。由

此得 GCGB  及 GCBGBC  。因此，得 
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【證法三】：設BE 與CD相交於點 G。在BC 的相反射線上選取點 J 使得 BJBC  ，

設 AJ 與直線 CD 相交於點 K。因為 AB 是△ACJ 的一條中線，而且 DBAD 2 ，所以，

點 D 是△ACJ 的重心。於是，CK 是△ACJ 的另一條中線，點 K 是 AJ 的中點。因為

B 與 E 分別為 AC 與CJ 的中點，所以，BE 與 AJ 平行。於是，由 KJAK  可得

GEGB  ，點 G 是 BE 的中點。∥ 
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【證法四】：設 BE 與CD相交於點 G。過點 B 作 AC 的平行線與直線 CD 相交於點 L。

因為 AC 與 BL平行，所以，△ACD 與△BLD 相似。於是，由 DBAD 2 可得 BLAC 2 。

由此可知： 

BLACCE 
2

1
。 

因為四邊形 BCEL 有一組對邊平行且等長，所以，BCEL 是平行四邊形。於是，兩對

角線 BE 與CL的交點 G 是BE 的中點， GEGB  。∥ 
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【證法五】：設 BE 與CD相交於點 G。過點 E 作 AB 的平行線與CD相交於點 M。因

為點 E 是 AC 的中點，所以，點 M 是CD的中點而且 EMAD 2 。因為 DBAD 2 ，

所以， DBEM  。因為四邊形 BDEM 有一組對邊平行且等長，所以，BDEM 是平行

四邊形。於是，兩對角線 BE 與DM 的交點 G 是BE 的中點， GEGB  。∥ 

 

 

 

 



【問題三】：設 n為自然數，試證：在任意 n3 個正整數中，必存在 n2 個數的和是 n2 的

倍數。（17分） 

解： 

(i) 當 1n 時，在任意 3 個正整數 zyx ,, 中，必有兩個數有相同的奇偶性，其和為 2 的

倍數。 

(ii) 當 kn  時，假設命題成立，即：在任意 k3  個正整數中，必存在 k2 個數，其和是 k2

的倍數。 

    當 1 kn 時，對任意 13 k 個正整數，先平分成三堆，每一推各有 k3 個正整數。依

歸納假設，每堆各存在 k2 個數，其和是 k2 的倍數。 

可設第一堆中的 k2 個數之和為 xS k21  ，第二堆中的 k2 個數之和為 yS k22  ， 

第三堆中的 k2 個數之和為 zS k23  ，其中 zyx ,, 為正整數。 

因 zyx ,, 中，必有兩個數有相同的奇偶性；不失一般性，設 yx, 同為奇數或同為偶

數，則 yx  是 2 的倍數，可令 myx 2 。 

因 此 ， 第 一 堆 和 第 二 堆 中 ， 一 共 找 出 的 1222  kkk 個 數 之 和 等 於

myxSS kkk 1

21 222  為 2 1k 的倍數。得證。 

 


