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高級中學數理與資訊學科能力競賽複試  試題 2 

參考解答 

注意事項: 

(1) 時間分配:2 小時 

(2) (2)本試卷共 4 題,滿 49 分,第一題 12 分, 第二題 12 分, 第三題 12 分, 第四

題 13 分, 

(3) 將計算 證明過程喔敘寫在答案卷上.不可使用電算器. 

(4) 試題與答案卷一同繳回. 

1. 若 16
1

7 
y

x ， 30
1


xy
xy ，試求 9202  xxy 之值。  

【參考解答】： 

 

      由 30
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      因為 16
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      所以 

          10
7


x
y  

      
   

710  xxy
 

    故 239202  xxy  

 

 

 

 

 



2. 有一個十位數 A，其數字由左至右分別為 1a 、 2a 、…、 10a ，其中 1 1a  ，而 2a 、

3a 、…、 10a 皆為 0 或 1，且滿足 1 3 5 7 9 2 4 6 8 10a a a a a a a a a a         ，試

求滿足這樣條件的 A 之個數。 

 

【參考解答】 將 1 3 5 7 9a a a a a    之和分為 1~5 五種情形分別討論個數即可: 

（1） 1 3 5 7 9 1a a a a a      

3 5 7 9, , ,a a a a 中皆為 0；而 2 4 6 8 10, , , ,a a a a a 中有一個為 1，四個為 0 

有 4 5 4

4 1 4 1 5 1 5C C C      種情形 

（2） 1 3 5 7 9 2a a a a a      

3 5 7 9, , ,a a a a 中有一個為 1，三個為 0；而 2 4 6 8 10, , , ,a a a a a 中有二個為

1，三個為 0 

有 4 3 5 3

1 3 2 3 4 1 10 1 40C C C C        種情形 

（3） 1 3 5 7 9 3a a a a a      

3 5 7 9, , ,a a a a 中有二個為 1，二個為 0；而 2 4 6 8 10, , , ,a a a a a 中有三個為

1，二個為 0 

有 4 2 5 2

2 2 3 2 6 1 10 1 60C C C C        種情形 

（4） 1 3 5 7 9 4a a a a a      

3 5 7 9, , ,a a a a 中有三個為 1，一個為 0；而 2 4 6 8 10, , , ,a a a a a 中有四個為

1，二個為 0 

有 4 1 5 1

3 1 4 1 4 1 5 1 20C C C C        種情形 

（5） 1 3 5 7 9 5a a a a a      

3 5 7 9, , ,a a a a 中皆為 1；而 2 4 6 8 10, , , ,a a a a a 中亦皆為 1 

有 4 5

4 5 1 1 1C C    種情形 

由（1）（2）（3）（4）（5）知，A 之個數共有 5+40+60+20+1=126 個 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



3. 若𝑎, 𝑏是方程式𝑥4 − 3𝑥3 + 𝑥2 − 2𝑥 + 4 = 0的兩個根，則𝑎𝑏會是方程式

𝑥6 − 𝑥5 + 𝑐1𝑥4 + 𝑐2𝑥3 + 𝑐3𝑥2 + 𝑐4𝑥 + 𝑐5 = 0的一個根，試求𝑐1 + 𝑐2 + 𝑐3 +

𝑐4 + 𝑐5之值。 

解： 

設方程式𝑥4 − 3𝑥3 + 𝑥2 − 2𝑥 + 4 = 0的四個根為𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑，則 

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 = 3 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ (1) 

𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑑 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑑 = 1 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ (2) 

𝑎𝑏𝑐 + 𝑎𝑏𝑑 + 𝑎𝑐𝑑 + 𝑏𝑐𝑑 = 2 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ (3) 

𝑎𝑏𝑐𝑑 = 4 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ (4) 

令𝑥 = 𝑎𝑏，由(1)和(4)可得 

𝑐 + 𝑑 = 3 − 𝑎 − 𝑏,   𝑐𝑑 =
4

𝑥
 

代入(2)和(3)可得 

𝑥 + 3(𝑎 + 𝑏) − (𝑎 + 𝑏)2 +
4

𝑥
= 1 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ (5) 

3𝑥 − (𝑎 + 𝑏)𝑥 +
4(𝑎 + 𝑏)

𝑥
= 2 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ (6) 

從(6)可得 

(𝑎 + 𝑏) (
4

𝑥
− 𝑥) = 2 − 3𝑥 ⟹ 𝑎 + 𝑏 =

2𝑥 − 3𝑥2

4 − 𝑥2
 

代入(5)可得 

x +
6𝑥 − 9𝑥2

4 − 𝑥2
−

(2𝑥 − 3𝑥2)2

(4 − 𝑥2)2
+

4

𝑥
= 1 

整理後可得 

𝑥6 − 𝑥5 + 2𝑥4 − 32𝑥3 + 8𝑥2 − 16𝑥 + 64 = 0 

∴ 𝑐1 + 𝑐2 + 𝑐3 + 𝑐4 + 𝑐5 = 26 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



4. 已知𝑂(0,0)和𝐴(1,0)為直角坐標平面上的兩點，有一點𝐵落在以𝑂𝐴̅̅ ̅̅ 為直徑的

圓上且點𝐵位於第一象限，試求∆𝑂𝐴𝐵的內切圓圓心的軌跡方程式。 

解： 

 

設∆𝑂𝐴𝐵的內切圓圓心座標為𝑀(𝑥, 𝑦)，過𝑀點作三邊𝑂𝐴, 𝐴𝐵, 𝑂𝐵的垂線，垂

足分別為𝐷, 𝐸, 𝐹，因為∆𝑂𝐴𝐵為直角三角形，所以|𝐸𝐵| = |𝐹𝐵| = |𝑀𝐷|。另外， 

|𝑂𝐵| = |𝑂𝐹| + |𝐹𝐵| = |𝑂𝐷| + |𝑀𝐷| = 𝑥 + 𝑦 

|𝐴𝐵| = |𝐴𝐸| + |𝐸𝐵| = |𝐴𝐷| + |𝑀𝐷| = 1 − 𝑥 + 𝑦 

根據畢氏定理知|𝑂𝐵|2 + |𝐴𝐵|2 = |𝑂𝐴|2 

所以(𝑥 + 𝑦)2 + (1 − 𝑥 + 𝑦)2 = 1 

化簡得𝑥2 + 𝑦2 − 𝑥 + 𝑦 = 0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



5. 設 ,a b為整數，如果多項式 2 1x x  為 17 16 1ax bx  的因式，試求 a之值。 

【參考解答】令 ,  為方程式 2 1 0x x   之二根，所以

1 5 1 5
,

2 2
 

 
   ， 

由題意知， 2 1x x  為 17 16 1ax bx  的因式，所以
17 16 17 161 0, 1 0a b a b          

將第一式乘以 16 且第二式乘以 16 後，因為 1, 1       ，得
16 16,a b a b         ，解此二方程式，得 

16 16
8 8 4 4 2 2( )( )( )( )a

 
       

 


     


，又 

 1, 1      ，所以

2 2 2 4 4 2 2 2 2 2

8 8 4 4 2 4 4

( ) 2 3, ( ) 2 7,

( ) 2 47

          

     

         

    
  

因此 8 8 4 4 2 2( )( )( )( ) 47 7 3 1 987a                  。 

【註】

16 16
16 16 1 1 5 1 5

2 25
a

 

 

      
               

正好是費伯納希數列第 17

項，這是比內公式(Binet’s formula)，

1 2 1 21, , 3,4,5,n n nF F F F F n       。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



6. 若函數 ),0(),0(: f 滿足 xxyfyxff 4)())((  ，其中 x,y 為正實數，試

求 


2015

2000

)(
n

nf 之值。 

 

 

 

【參考解答】： 

 

因函數 ),0(),0(: f 滿足 

7. 
xxyfyxff 4)())(( 

   
)1(

 
用 f(x)代替(1)中的 x 可得

 

8. 
)(4))(())()(( xfyxffyfxff 

   
)2(

 交換(1)中 x 和 y 可得 

9. 
yyxfxyff 4)())(( 

   
)3(
 由(2)和(3)可得 

10. 
)(44)())()(( xfyyxfyfxff 
   

)4(
 交換(4)中 x 和 y 可得 

11. 
)(44)())()(( yfxxyfxfyff 

   
)5(
 故由(4)和(5)可得 

12. 
)(44)()(44)( yfxxyfxfyyxf 

    
化簡可得 

13. 
yyfxxf  )()(

 令函數 xxfxF  )()(  

14. 
則函數 )(xF 是一常數，不妨設 cxF )( ，其中 c 是某定數

 所以 cxxf )(  

由此可得 

15. 
ccxxyccyxcyxfyxff  )()())((

   
)6(

    
另一方面，由(1)亦可得

 

16. 
xcxyxxyfyxff 44)())(( 

   
)7(

 

所以由(6)和(7)可得 4c
 

故滿足條件的函數只有 4)(  xxf  

所以 32184)4()(
2015

2000

2015

2000

 
 nn

nnf  

 

 


