
103 學年度高級中學數學科能力競賽複賽試題 

 南區（屏東區） 筆試（一）{參考解答} 

一、已知數列{𝑎𝑛}滿足𝑎1 = 1

2
 及 𝑛(𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛) + 2𝑎𝑛+1 = 0,   𝑛 ∈ 𝑁， 

若𝑏𝑛 =
(𝑛+2)𝑎𝑛

2𝑛+1
，𝑆𝑛是{𝑏𝑛}的前𝑛項和，求使𝑆𝑛 >

2013

4028
成立的最小𝑛值 

【參考解答】 

∵ 𝑛(𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛) + 2𝑎𝑛+1 = 0 ⟹ (𝑛 + 2)𝑎𝑛+1 = 𝑛𝑎𝑛 ⟹ 𝑎𝑛+1 =
𝑛

𝑛 + 2
𝑎𝑛 

∴ 𝑎𝑛 =
𝑛 − 1

𝑛 + 1

𝑛 − 2

𝑛

𝑛 − 3

𝑛 − 1
⋯

2

4

1

3
𝑎1 =

1

𝑛(𝑛 + 1)
                                                         

∵ 𝑏𝑛 =
(𝑛 + 2)𝑎𝑛

2𝑛+1
=

1

2𝑛+1

𝑛 + 2

𝑛(𝑛 + 1)
                                                                              

   令𝑛 + 2 = 𝐴(𝑛 + 1) − 𝐵𝑛 ⟹ 𝐴 = 2, 𝐵 = 1 

     ∴
1

2𝑛+1

𝑛 + 2

𝑛(𝑛 + 1)
=

1

2𝑛+1

2(𝑛 + 1) − 𝑛

𝑛(𝑛 + 1)
=

1

2𝑛+1
(

2

𝑛
−

1

𝑛 + 1
)                                    

=
1

𝑛2𝑛
−

1

(𝑛 + 1)2𝑛+1
 

∴ 𝑆𝑛 = (
1

1 ∙ 21
−

1

2 ∙ 22
) + (

1

2 ∙ 22
−

1

3 ∙ 23
) + ⋯ + (

1

𝑛 ∙ 2𝑛
−

1

(𝑛 + 1)2𝑛+1
)

=
1

2
−

1

(𝑛 + 1)2𝑛+1
 

    𝑆𝑛 >
2013

4028
⟺

1

2
(1 −

1

(𝑛+1)2𝑛) >
2013

4028
⟺ 1 −

1

(𝑛+1)2𝑛 >
2013

2014
⟺

1

(𝑛+1)2𝑛 <
1

2014
 

∴ (𝑛 + 1)2𝑛 > 2014                                                                                                 

    當𝑛 = 8時，(𝑛 + 1)2𝑛 = 2304 > 2014，所以𝑛最小為 8。 

 

 

二、證明任意給 10 個正整數，其中必存在 6 個數，將他們用適當的運算號連起

來後，其運算結果是 315 的倍數。 

【參考解答】 579315   

       一個正整數被 9 除後，其餘數分別為 0, 1, 2, 3, …….,8，因此任意給

10 個正整數，必有兩個數在同一個餘數類，記為 1k , 2k ， 

因此 21|9 kk  。 

此時 10 個整數中去掉此 2 個數後，剩下 8 個數，同理一個正整數被 7

除後，其餘數分別為 0, 1, 2, 3, …….,6，因此任意給 8 正個整數，必有兩

個數在同一個餘數類，記為 3k , 4k ，因此 43|7 kk  。 



剩下 6 個正整數分入 5 個剩餘類，必有兩個數在同一個餘數類，記為 5k ,

6k ，因此 65|5 kk  。 

故 ))()(( 654321 kkkkkk  為 315 的倍數。 

 

 

 

三、如右圖， 

   已知 AM 為△ABC 邊 BC 上的中線,  

   任作一直線交 AB, AC, AM 於 P, Q, N 

   三點。 

   求證: 
AQ

AC

AN

AM

AP

AB
,,  成等差數列。  

 

【參考解答】    

    △ABC=△ABM+△AMC                  

    △ABC= )sin(*AC*AB*2/1    

    △ABM= )sin(*AM*AB*2/1   

    △AMC= )sin(***2/1 ACAM  

    所以, 
ABACAM

 sinsin)sin(



 。 

 設∠AMB=θ 如圖。 

(1)
sinsin)sin(


APAQAN





 

 

)2(
sinsin)sin(


ABACAM





 

又在△ABM 和 △ACM 中 , 由正玄定理 
ABBM

 sinsin
 , 

ACCM

)sin(sin  
  。 

因為, AM 為 BC 的中線, 所以 BM=CM。 )sin()sin(    , 所以, 

 



ABAC

 sinsin
   。 

代入 (2) 得 

)3(
sin2sin2)sin(


ABACAM





  。 

由 (1) 除以 (3) 得  











AQ

AC

AP

AB

AN

AM

2

1
 

所以, 
AQ

AC

AN

AM

AP

AB
,,  成等差數列。 

 

四、設 x、 y、 z 均為整數且滿足








6

132333

zyx

zyx
，求 ||||2|| zyx  的所有可

能值為何？ 

【參考解答】 

   yxxyyxyx  3
333       zxyzz  636132

33  

由上式知 6z  

  
z

zxy



6

28
6    

   ∴ 28,14,7,4,2,16  z  

(1) 6 – z = 1,  

2 yx  , 1xy  此時  5,1,2  為其中一組解 

(2) 6 – z = -1,  

1 yx  , 70xy 此時無整數解 

(3) 26  z ,         此時無整數解 

(4) 46  z            此時  2,1,5  為其中一組解 

(5) 76  z            此時  1,2,5  為其中一組解 

其他情形則無整數解 

此為對稱之型式，故 ||||2|| zyx  的所有可能值為 9, 10, 13 


