
102學年度北一區 (花蓮高中) 

高級中學數理及資訊學科能力競賽 

數學科筆試（一）【參考解答】 

問題一：已知 為正數且 ，試證：

。 

【證明】： 

設 ,  

由 及算幾不等式，得 

,  

將這 個不等式相乘，得 

 

 

由 ，得  

 

問題二：設 , 為正整數，找出所有數對 ，使得 能整除 。 

【解答】： 

(1) ： 

整除  

整除 15 

, 12 

, 為解 

(2) ： 
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時，  

此時 不能整除  

時，  

為解 

時，  

不能整除  

時，先證： ，即  

顯然  

當 時上式成立。 

因此  

不能整除  

Ans： 及 ， 為任意正整數 

問題三：設 為實數且 ， 為滿足 及 的實

係數二次多項式。已知 為常數多項式，證明： 

(1) 。                                          

(2) 。                             

【證明】： 

(1) 依題意，可設 。 

因為 是常數多項式，所以比較一、二次項係數知 

﹐ 

得 。 

(2) 由 得 
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﹐ 

故得證。 

註：1
o也可利用對稱性知 的頂點之 x 軸坐標為 ， 的頂點之 x 軸

坐標為 ，而得證。 

2
o亦可用插值多項式證明。 

問題四：師大數學系舉辦系徽設計比賽，入圍決選的有四件作品，由 10 名學生代表進

行不記名投票，每人投兩票，且兩票須投不同作品。在沒有廢票的情況下，

試問： 

(1) 四件作品的得票情形共有幾種？                          

(2) 得票數最高的作品恰有一件的票數分布有幾種？           

【解答】： 

(1) 由題意可以知道： 

○1 四件作品所得的總票數為 20 票。 

○2 每件作品最多可以得到 10 票。 

令四件作品的得票數分別為 ，由○1 ○2 可得 

﹒ 

因為 ，所以 須扣掉 的情況。由 且

可知最多只有一個票數會大於等於 11，假設 ，令 ，可得 

﹐ 

此情況有 

種。 

因此票數分布為 

種。 

(2) 假設得票數最高為 x，由題意可得 

﹐ 
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因為 ，也就是 ，所以 

﹒ 

由 得 

﹐ 

即 

﹒ 

因此，當 時，才會滿足只有一件作品得票數最高且票數為 x。 

當 時， 

 

滿足此情況的 有 3 種。 

當 時， 

 

因為 且 ，所以 最多只有一個會大於等於 7。 

由(1)可知滿足此情況有 

種。 

同理 

當 時， 最多只有一個會大於等於 8,9,10，故 

當 時，有 

種。 

當 時，有 

種。 

當 時，有 

種。 

因此滿足只有一件作品得票數最高的情形有 

種。 
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