
 

題目：設 x   表示不大於 x 的最大整數。試證：對每一個正整數 n，以下等式

恆成立： 

10 2 2 8 2( ) ( ) ( )n n n n                    
。 

試題來源 □ 自 編     ■ 改編於：Betty 定理之特例 

類  別 ■ 代 數     □ 數 論     □ 組 合     □ 幾 何 

難易度 □ 難    □ 中等    ■ 易 編 號 筆試(二)第一題 

解答： 設 , 10 , 2 2, 8 2a b c d        ，則 , , ,a b c d 都是正無理數，且 a b c d   。 

若以  x 表示 x 的小數部分，則 

na nb na na nb nb           ( { }) ( { }) 

( ) ({ } { })na nb na nb     

10 ({ } { })n na nb                       (1) 

 

       又 na 與 nb 都是正無理數，故 0 { } 1na  且 0 { } 1nb  。於是，可得 

0 { } { } 2na nb   。 

       再由(1)知 { } { } 10 ([ ] [ ])na nb n na nb    是一整數，故 { } { } 1na nb  。因此， 

10 1na nb n         。 

同理， 10 1nc nd n         。因此，對每一個正整數 n，恆有 

10 1na nb n nc nd           [ ] [ ]； 

即 10 2 2 8 2( ) ( ) ( )n n n n                    
。 

 

 

 

 



 

題目：給定空間中一球面 ，其球心為 O。設 , ,A B C 為 上三相異點，其中每

一對點所連線段都不是 的直徑，且 , , ,O A B C 不共面。平面 OBC 交球面 

得一大圓，令表示此大圓上端點為 B 與 C 的劣弧(註：劣弧是指弧長小

於半圓周長的弧)。同樣地，  表示平面 OCA 交球面 所得大圓上端點為

C 與 A 的劣弧， 表示平面 OAB 交球面 所得大圓上端點為 A 與 B 的

劣弧。試證：在、與 三弧中，任意兩弧長的和都大於第三弧長。 

試題來源 ■ 自 編     □ 改編於：      

類  別 □ 代 數     □ 數 論     □ 組 合     ■ 幾 何 

難易度 □ 難    ■ 中等    □ 易 編 號 筆試(二)第二題 

解答： 

 

因為、 與 三弧都在球面的大圓上，而大圓的半徑都等於球面的半徑 r，所以，依

弧長公式 s r ，可知  )   ( 的弧長 ： )   ( 的弧長 ： )   ( 的弧長  

)( 的度數BOC ： )( 的度數COA ： )( 的度數AOB 。 

於是，只要證明：「在 BOC 、 COA 與 AOB 三角中，任意兩角的和都大於第三角。」就

可得證。設 COABOC  且 AOBBOC  。若其中至少有一式的等號成立，則顯然有「其

中任意兩角的和都大於第三角」。設 COABOC  且 AOBBOC  。在BC 上選取點D使

AOBBOD  ，接著在OA上選取點 E 使得 ODOE  。依 SAS 全等定理，可得 OBD 與

OBE 全等。於是，得 BDBE  。連接EC ，在 BCE 中，因為 CDBDBCCEBE  ，

所以，得 CDCE  。在 OCD 與 OCE 中，因為 OCOC  、 OEOD  、 CECD  ，可得

COECOD  。由此進一步得 

COABOACOEBOECOEBODCODBODBOC  ， 

亦即： BOCCOAAOB  。這就是所欲證的結果。 
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題目：在一個 13 13 的方格表中，每一格子填入數字 0 或 1 的其中一個。假設任

意兩行和任意兩列相交的四個方格中，至少要填入一個 0 ，那麼在此方格表

內可以填入數字 1 的個數之最大值為何？並證明你(妳)的答案。 

試題來源 ■ 自 編     □ 改編於：      
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解答：設
k

d 為第 k 行出現 1的個數，則第 k 行中每兩個 1一組，共有
2

1
1

2
( )kd

k k
C d d   

組。由已知條件可知：某行中出現兩個 1的一組在其他行不會再出現同位置的一組。

於是可得 13

1 1 2 2 13 13 2

1 1 1
1 1 1 78

2 2 2
( ) ( ) ( )d d d d d d C        。  

即 
1 1 2 2 13 13

1 1 1 156( ) ( ) ( )d d d d d d       。  

記
1 2 13

:M d d d    ，則由柯西不等式，可得  
2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 13 1 2 13
1 1 1 13 156( ) ( )( ) ( )M d d d d d d M              

，即 M 滿足二次不等式 2 13 13 156 0M M    。由此可得

213 13 4 13 156
52

2

( )
M

    
  。 

以下可以構造出 52M  的例子，因此，可以填入數字 1 的個數之最大值為52。 

 

1 1 1 1          

1    1 1 1       

1       1 1 1    

1          1 1 1 

 1   1   1   1   

 1    1   1   1  

 1     1   1   1 

  1  1     1  1  

  1   1  1     1 

  1    1  1  1   

   1 1    1    1 

   1  1    1 1   

   1   1 1    1  
 

 


