
 

題目：試求滿足 2 22 1 3 1( )x y   的所有整數解 ( , )x y 。 

試題來源 □ 自 編     ■ 改編於： Monthly, Nov. 2009     

類  別 □ 代 數     ■ 數 論     □ 組 合     □ 幾 何 

難易度 □ 難    □ 中等    ■ 易 編 號 筆試(一)第一題 

解答：顯然，當 0x  時，無解；當 1 3x  時，只有 1 0 3 4( , ),( , )及 3 4( , ) 的解。現在

證明 4x  時，亦無整數解： 

    
2

22 1 1 3x y    22 2 2 3x x y   y  是偶數。 

上式同除以 4 ：  
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再由  1 12 ,2 1 1x x    ，且 13 | 2x  知：存在 ,k l 使得 
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由此得 12 1 3(mod )x  ，故 x 是奇數；於是， 5x  。 
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 中有一為完全平方數 2a ，其中 a為非負整數。 
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   ，代入原式不合。 

(2)若 
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x

a ，則 a為奇數；再由
1
2

2

x 
 ，得  1 1 (mod 4)，矛盾。 

因此， 4x  時，原式無整數解。故本題僅有三組解 1 0 3 4( , ),( , )及 3 4( , ) 。 

 

 



 

題目：設 x   表示不大於 x 的最大整數。已知有 98 個球，球上各有一個編碼， 

這 98 個編碼
1 2 3 98
, , , ,a a a a 都是不為零的實數，滿足：    
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對每一個 k，任取 k 球(不重複)，若出現的編碼為
1 2 k

b b b, , , ，則 

定義 2 2 2
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       ，而 0 33( )f  。 

試證：
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 恆為定值(與取球的結果無關)；並求此定值。   
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解答：首先，證明以下的命題：對每一正整數 k ， 2 2 1k f k k  ( ) 。 

不失一般性，可設    1 2 1 2
, , , , , ,

k k
b b b a a a 。利用柯西不等式，可得
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於是， 2 1f k k ( ) ；故命題得證。因此，        
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 為一個定值。 



 

題目：在 ABC 中，已知 , ,D E F 分別為三邊 , ,AB BC CA 上一點，使得     

,  ,  ADF BED CFE   的面積相等。試證： DEF 是正三角形的充要條件

為 ABC 是正三角形。 
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解答：(1) 若 ABC 是正三角形，不妨設其邊長為 1，並令 ,  ,  AD x BE y CF z   。 

由 ,ADF ,  BED CFE  之面積相等，可得 

       
1 1 1

(1 )sin60 , (1 )sin60 = (1 )sin60
2 2 2

x z y x z y    ， 

即 (1 ) (1 ) (1 )x z y x z y      ……  (1) 

     以下證明： x y z  。 

假設 ,  ,  x y z三者全相異，不妨設 x y z  ，於是，1 1 1z y x     ，因

而得 (1 ) (1 )x z y x   ，矛盾！因此， ,  ,  x y z中某兩數相等；再由(1)可進一

步導出 x y z  。故由餘弦定理可知DE EF FD  ，即 DEF 為正三角形。 

 
 

    (2) 若 DEF 是正三角形，分別過 ,  ,  A B C作平行 , ,FD DE EF 的三條直線，則此三

線交出一個正 A B C   (如下圖所示)。不妨設 1A B B C C A        ，並設

,  ,  A C x B A y C B z     。於是， 1 ,  1 ,  1CB x AC y BA z        。 
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因為 ,  ,  ADF BED CEF   三者面積相等，所以， 到DF、B 到DE、C 到EF

三者之距離皆相等，不妨設為 h。於是， E 到 A B 與到 A C 的距離也都是 h。 

由 A BC 之面積 A BE  之面積 A CE 之面積，得 
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同理， B AC 之面積
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       C BA 之面積
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1
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合併上面三式，可建立以下等式： 

        
(1 ) (1 ) (1 ) sin60

(1 ) (1 ) (1 )

x z y x z y

x z y x z y h
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因此，  

1 1 1 1 1 1

1 1 1x z y x z y
    

  
  ……  (2) 

當 ,  ,  x y z三者全相異，不妨設 x y z  ，於是， 

1 1 1
  

x y z
  且
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1 1 1x y z
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由此得 
1 1 1 1

1 1x z y x
  

 
，此與(2)矛盾。故 ,  ,  x y z中必有兩數相等，再由(2)

可導得三者都相等，由此可知： ABC 是正三角形。 

 

 

A


