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【問題一】：兩圓 1 與 2 交於 M, N 兩點。  

設 l 為此二圓的公切線，切圓 1 於 A 點，切圓 2 於 B 點，且 M 點距此切

線比 N 點距此切線更近。 過 M 點平行於 l 的直線另交圓 1 於 C 點，交

圓 2 於 D 點。 

直線 CA 與直線 DB 交於 E 點；直線 AN 與直線 CD 交於 P 點；直線 BN

與直線 CD 交於 Q 點。   

證明 ： EP = EQ . 

 

 

【問題二】：設 a, b, c 為正實數滿足 1abc .   

證明 : 1
1

1
1

1
1

1 
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c
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b
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【問題三】：設 2n 為正整數。開始時，有n隻跳蚤在一條水平線上，它們不是全部

在同一位置。   

對於正實數，定義一個移動如下： 
 

 選取任意兩隻跳蚤，一隻在 A 點一隻在 B 點，且 A 點在 B 點的左側；

讓位於 A 點的跳蚤沿著原直線跳至 B 點右側的 C 點，並滿足 
AB

BC
. 

 

試確定所有的實數滿足：對於水平線上任意點 M，不論這n隻跳蚤開始

時的位置如何，都可以經由有限次的移動，使得這些跳蚤全部移至 M 點

的右側。 
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第二天 
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1
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【問題四】：一位魔術師有一百張分別標上 1 至 100 號碼的牌。他將這些牌分放到三

個盒子中，一個盒子為紅色，一個盒子為白色，一個盒子為藍色，使得每

個盒子至少有一張牌。 

一位觀眾在這三個盒子中選取兩個盒子，於這兩個盒子的每一個盒子中各

取一張牌，並宣告這兩張牌標號數字的和。給予這個數字和，魔術師可正

確指出沒有取牌的盒子。 

試問將這一百張牌分放到三個盒子，有多少種不同的方法可使得這魔術保

證成功。(兩種放法中，至少有一張牌被放在不同的盒子時，視為不同的

方法)。 

 

 

【問題五】：試判斷有沒有一個正整數 n, 可使 

 n 恰可被 2000 個相異的質數整除，且 12 n 可被 n 整除。 

 

 

【問題六】：設 1AH , 2BH , 3CH 為銳角三角形 ABC 的三個高。三角形 ABC 的內切圓

分別切三邊 BC, CA, AB 於 1T , 2T , 3T 三點。並設直線 1l , 2l , 3l 依序分別

為直線 32HH , 13HH , 21HH 關於對稱軸 32TT , 13TT , 21TT 的對稱圖形。 

證明 ： 由 1l , 2l , 3l 所形成之三角形的三個頂點，落在三角形 ABC 的內

切圓上。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



二‧第 41 屆國際數學奧林匹亞競賽試題詳解 

【問題一】：兩圓 1 與 2 交於 M, N 兩點。  

設 l 為此二圓的公切線，切圓 1 於 A 點，切圓 2 於 B 點，且 M 點距此切

線比 N 點距此切線更近。 過 M 點平行於 l 的直線另交圓 1 於 C 點，交

圓 2 於 D 點。 

直線 CA 與直線 DB 交於 E 點；直線 AN 與直線 CD 交於 P 點；直線 BN

與直線 CD 交於 Q 點。   

證明 ： EP = EQ . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【試題委員會公布的參考解答及給分標準】： 

設直線 MN 與直線 AB 交於 K 點。由切割線定理可知 

22 BKKMKNAK  ,  

所以 K 為線段 AB 的中點。因為 PQ 平行 AB, 所以 M 為線段 PQ 的中點。 

(獨立得 3 分) 

(若僅證明出 BKAK  只得 2 分) 

因而現在我們僅需證明EM垂直PQ. 因為CD平行AB, 所以A點與B點分別為圓 1 上

弧 CM 與圓 2 上弧 DM 的中點。因此 ACM 與 BDM 均為等腰三角形。再由 CD 平

行 AB, 我們可得 

    
,

,

EBABDMBMDABM

EABACMAMCBAM




 

這表示 E、M 為在直線 AB 兩側的對稱點，所以 EM 垂直 AB, 因而 EM 垂直 PQ. 

(獨立得 3 分) 

(若僅證明出 ABMABE  只得 2 分) 

故， EPQ 為等腰三角形，因而 EP = EQ . 
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【註】：若未完全證明出，部分分數最多只可得 4 分。 

【問題二】：設 a, b, c 為正實數滿足 1abc .   

證明 : 1
1

1
1

1
1

1 
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c
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b
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【試題委員會公布的參考解答及給分標準】： 

(解法一)：因為 1abc , 在不失一般性的原則下可令
y

x
a  , 

z

y
b  , 

x

z
c  , 其中 x, y, 

z 為正數。 

(得 3 分) 

原不等式可改寫為 

    .)()()( xyzyxzxzyzyx   

由 x, y, z 這三個數的大小關係，易知 zyxu  , xzyv  , yxzw  這三個

數之中至多有一個數為負。 

(得 1 分) 

若 u, v, w 這三個數中恰有一數為負，則 xyzuvw  0 . 不妨設 0u , 0v , 0w . 由

算幾不等式可得 

   xxzyzyxxzyzyxuv  )]()[(
2

1
)()( . 

同理可得， yvw  , zwu  ; 因此 xyzuvw .                        (得 3 分) 

 

(解法二)：因為 1abc , 所以 
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acacbcbab                                                              

abc

acacbcbab

a
c

c
b

b
a

 

又因 ac
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1
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1
, 所以 
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1
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1
1

1
1 , 我們可得 

  )1()1()1()1()1()1(2 bccabbacaacacbcbabL  . 

若 0
1

1 
b

au , 則 1a 且 1b , 由此可得 0
1

1 
c

bv 且 0
1

1 
a

cw . 

因此 10  uvwL , 而本命題成立。同理，若 0v 或 0w ,本命題也成立。現在考



慮 0u , 0v , 0w ; 即 2L 的每一因式均為正。由算幾不等式我們可得 

  ababbbababbbab  )]1()1[(
2

1
)1()1( , 

  bcbcccbcbcccbc  )]1()1[(
2

1
)1()1( , 

  cacaaacacaaaca  )]1()1[(
2

1
)1()1( . 

所以， 1)()()()( 2  abccabcabL . 

 

(解法三)：因為 1abc , 所以 
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易知
b

au
1

1 , 
c

bv
1

1 , 
a

cw
1

1 這三個數之中至多有一個為負，且當

有一個數為負時，原不等式非正，因而原不等式成立。若 0u , 0v , 0w ; 由算

幾不等式我們可得 

 uv
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a
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因此， 

   
c

a
uv  , 

a

b
vw , 

b

c
wu  ; 

因而， 

   1)( 2 
b

c

a

b

c

a
uvw . 

因為 0uvw , 所以 1uvw . 

 

【註】：不等式中等號成立若且唯若 1 cba . 

 

 

【問題三】：設 2n 為正整數。開始時，有n隻跳蚤在一條水平線上，它們不是全部

在同一位置。   

對於正實數，定義一個移動如下： 
 

 選取任意兩隻跳蚤，一隻在 A 點一隻在 B 點，且 A 點在 B 點的左側；



讓位於 A 點的跳蚤沿著原直線跳至 B 點右側的 C 點，並滿足 
AB

BC
. 

 

試確定所有的實數滿足：對於水平線上任意點 M，不論這n隻跳蚤開始

時的位置如何，都可以經由有限次的移動，使得這些跳蚤全部移至 M 點

的右側。 

 

【試題委員會公布的參考解答與給分標準】： 

最有效的策略是讓最左端的跳蚤跳過最右端的跳蚤。在此策略下有兩個重要的參數： 

‧ 最遠兩隻跳蚤間之距離(所有跳蚤所形成之集合的半徑)，將此記為 kd ; 

‧ 相鄰兩隻跳蚤間最短之距離，將此記為 k . 

顯然， kk nd )1(  . 在( k + 1 )次移動後，於相鄰兩隻跳蚤間產生了一個新的距離

kd . 它可能是新的相鄰兩隻跳蚤間最短之距離，如果真是如此，則 kk d 1 ; 若這

個新的距離 kd , 並不是新的相鄰兩隻跳蚤間最短之距離，則 kk  1 . 因此， 

   







)1(,1min,1min1 









 n
d

k

k

k

k . 

所以，若
1

1




n
 , 則 kk  1 , Nk  ; 這表示相鄰兩隻跳蚤間最短之距離非遞

減。因此最左端之跳蚤在每一次移動之後會向右移動一個大於某一正常數的距離，故

在有限次的移動之後，終可使所有的跳蚤移致 M 點的右側。 

(得 2 分) 

現在我們證明：若
1

1




n
 , 將無法使得所有的跳蚤都能移致 M 點的右側。 

因為跳蚤都是沿著一直線移動，我們可視跳蚤所在的位置為實數。考慮任意序列

的移動，我們以 ks 表示在第 k 次移動後，所有代表跳蚤所在位置數字之和，以 kw 表

示在第 k 次移動後，代表最右端跳蚤所在的位置之數字。注意： kk wns  . 我們現在

僅需證明數列 )( kw 是有界的。 

在第( k + 1 )次移動，一隻位於 A 點的跳蚤跳過位於 B 點的跳蚤而落在 C 點，設

這些位置分別記為 a, b, c; 此時我們可得 acss kk 1 . 由所定的規則可知

)( abbc   , 此等價於 )()1()( bcac   . 因此， 

   )(
1

1 bcacss kk 






. 

設 kwc  ; 則此次移動恰使 A 點的跳蚤移致最右端 C 點的位置上，即 cwk 1 . 因為 b

是某隻跳蚤在第 k 次移動後所在的位置，所以 kwb  且 

   )(
1

)(
1

11 kkkk wwbcss 





 







. 

此一估計在 kwc  時也成立，因為此時 01  kk ww , 而 01  acss kk . 

考慮數列 



kkk swz 





1
, ,2,1,0 k . 

由前不等式可知 01  kk zz ; 這表示此數列為非遞增數列，因而 0zzk  , 

,2,1,0 k . 若
1

1




n
 , 則  n1 , 且我們可令 n









1
, 並將 kz 表示

為 kkk swnz  )(  . 由此可得 kkkkk wswnwz   )( , 因而


0z
wk  , 

,2,1,0 k . 故，不可以小於
1

1

n
. 

(得 5 分) 

 

【註】：  

‧ 證明在 3n 時，
1

1




n
 不給分； 

‧ 證明在 3n 時，不可以小於
1

1

n
可得 1 分； 

‧ 猜出與
1

1

n
有關可得 1 分； 

‧ 猜出
1

1




n
 且證明出 3n 的完整的情形，可得 2 分。 

 

 

【問題四】：一位魔術師有一百張分別標上 1 至 100 號碼的牌。他將這些牌分放到三

個盒子中，一個盒子為紅色，一個盒子為白色，一個盒子為藍色，使得每

個盒子至少有一張牌。 

一位觀眾在這三個盒子中選取兩個盒子，於這兩個盒子的每一個盒子中各

取一張牌，並宣告這兩張牌標號數字的和。給予這個數字和，魔術師可正

確指出沒有取牌的盒子。 

試問將這一百張牌分放到三個盒子，有多少種不同的方法可使得這魔術保

證成功。(兩種放法中，至少有一張牌被放在不同的盒子時，視為不同的

方法)。 

 

【試題委員會公布的參考解答與給分標準】： 

我們將證明有 12 種方法可使得這魔術保證成功。 

(指出有 12 種方可得 1 分) 

以下若 i 號牌放在紅色(或白色、藍色)盒子裡，我們則視 i 號牌為紅色(或白色、藍色)。 

情形 1：存在 i , 1i , 2i 號牌分別放在三個不同顏色的盒子裡；不妨設為紅色、白

色、藍色(以下簡記為 r、w、b)。因為 )2()1()3(  iiii , 所以 3i 號牌不可以

是白色(否則 3i 號牌與 1i 號牌均取自白色盒子， i號牌與 2i 號牌分別取自紅色與



藍色盒子，但是 32)2()1()3(  iiiii , 當觀眾宣告 32 i 時，魔術師將無法

分辨是哪個盒子未取牌)。同理， 3i 號牌不可以是藍色。因此 3i 號牌必為紅色。

由此可知，當有三張連號的牌分別放在三種不同顏色的盒子時，則決定了以後各號碼

之牌要放在何種顏色的盒子中，且此方式也可推知以前各號碼之牌要放在何種顏色的

盒子中。因此我們僅需決定 1, 2, 3 號牌分別放在何種顏色的盒子，即可決定這 100 張

牌要如何放置；這三張牌的放置方法共有 6!3  種。 

(看出 rwbrwb…, 不論有否證明可得 1 分) 

 

情形 2：沒有三張連號的牌分別放在三種不同顏色的盒子中。設 1 號牌為紅色，設 i號

牌為編號最小數字非紅色(r)的牌(因而 1i )，不妨設為白色(w)；並設藍色牌的最小數

字為 k . 因為沒有三張連號的牌分別放在三種不同顏色的盒子中(即沒有 rwb 之情

形)，所以 ki 1 . 

設 100k . 因為 )1()1(  kiki , 所以 1k 號牌應放在紅色盒子中。由於

kiki  )1()1( , 所以 1i 號牌應放在藍色盒子中，此與藍色牌的最小數字為 k 矛

盾(注意： ki 1 )！故，k 僅能為 100. 

因為 99100)1(  ii , 所以編號 99 的牌為白色。現在我們證明：1 號牌為紅

色，100 號牌為藍色，其餘的牌均為白色。若存在 1t 號牌為紅色，則因 )1(99  tt  

+100, 所以 1t 號牌為藍色。但是 100 號牌是最小數字的藍色牌，所以對於任意 1t 數

字的牌均不會是紅色；然而 100 號牌是最小數字的藍色牌，所以 2~99 號牌都必須是

白色。 

此時，若所抽兩張牌的數字和至多為 100, 則未抽牌的盒子為藍色；若所抽兩張

牌的數字和為 101, 則未抽牌的盒子為白色；若所抽兩張牌的數字和大於 101, 則未抽

牌的盒子為紅色。故，這種放法可行。 

1 號牌、100 號牌及 2~99 號牌的顏色分配方法也有 6!3  種；所以總共有 12 種放

法可使得這魔術保證成功。 

(看出 rww…wb, 沒有證明可得 1 分，有證明可得 2 分) 

(證明沒有其他的解可得 3 分) 

 

【註】：1. 在證明沒有其他的解部分，若消除至少一種其他的可能性可得 1 分，在證

明過程中有小疏失可得 2 分。 

2. 沒有實際驗算 rww…wb 放置方法可行，扣 1 分。 

 

 

【問題五】：試判斷有沒有一個正整數 n, 可使 

 n 恰可被 2000 個相異的質數整除，且 12 n 可被 n 整除。 

 

【試題委員會公布的參考解答與給分標準】：答案是肯定的；事實上，我們可以證明

更一般的結果： 

對每一個 Nk  , 存在一個 Nknn  )( , 使得 n 整除 12 n , 3 整除 n, 且   



n 恰有 k 個相異的質因數。 

本命題可用數學歸納法證明。 

(提到本命題可用數學歸納法證明，可得 1 分) 

當 1k 時，可取 3n , 則滿足所求。 

(證明 1k , 2 可得 2 分) 

設在某個 1k 時，存在一個 tknn l  3)( , 其中 1l , 3 不整除 t 且 n 滿足條件(即 n

整除 12 n , 3 整除 n, 且 n 恰有 k 個相異的質因數)。 

顯然 n 為奇數，因而 1223 2  nn . 由於 )122()12(12 23  nnnn , 所以 123 3 nn . 

由以下的引理可知：存在奇質數 p 使得 123 np 且 p 不整除 12 n . 因此

)(3)1( knpknn  滿足所求(在 1k 之情形)。故由數學歸納法可知本命題成立。 

(運用引理證明出本命題，但未證明引理可得 4 分) 

 

引理：對每一個整數 2a , 存在一個質數 p 使得 13 ap , 但是 p 不整除 1a . 

【證明】：設本引理不成立，即存在一個整數 2a , 使得任意質數可以整除 12  aa , 

就能整除 1a . 因為 3)2)(1(12  aaaa , 所以 12  aa 的質因數只有 3, 即

12  aa 可以表示為 3 的指數之形式。由假設條件知 3 亦能整除 1a , 因此 3 亦能整

除 )2( a . 由此可知 3 能整除 12  aa , 但是 9 不可以整除 12  aa . 因為 12  aa

可以表示為 3 的指數之形式，所以必須滿足 312  aa . 可是 2a , 所以

312  aa ; 矛盾！故本引理成立。 

 

(柏盛峰同學的解法)： 

(a) 123 3  . 

(b) 設 123 3 
ii

. 由於 ]3)22()12()[12(12 3333 1


 kiii

, 且 3)22)(12(3 33 
ki

; 

所以 123
131 
 ii

.  

由(a), (b)及數學歸納法易知 123 3 
kk

, ,2,1 k . 

令 123 
k

ka , ks 為 ka 質因數的個數。因為 3)22( 31 
k

k

k

k a
a

a
, 所以 

3),gcd( 1 

k

k

k a
a

a
. 

但是 31 

k

k

a

a
; 所以

k

k

a

a 1 有一個異於 ka 所有質因數的因數；即 11  kk ss , 對於所有

的正整數 k. 故存在一個 m 使得 12000  mm ss . 取 1ma 不等於 3 的任意 1999 個質因

數，令其乘積為 Q. 因為 1ma 為奇數，所以 2 不整除 Q. 由此可知 1

13 



m

m aQ , 即  

123
131 
 m

Qm
. 由此又可得 )3(mod12 13 1

Qmm 
   )3(mod12 13 1

Qm
Qm 



. 

所以 123
131 
 Qm m

Q , 又 Qm 13  恰可被 2000 個相異的質數整除。故 Qm 13  即為所求。 

 



【註】：僅證明出 n3 , 可得 1 分。寫明這樣的整數 n存在可得 1 分。 

 

 

【問題六】：設 1AH , 2BH , 3CH 為銳角三角形 ABC 的三個高。三角形 ABC 的內切圓

分別切三邊 BC, CA, AB 於 1T , 2T , 3T 三點。並設直線 1l , 2l , 3l 依序分別

為直線 32HH , 13HH , 21HH 關於對稱軸 32TT , 13TT , 21TT 的對稱圖形。 

證明 ： 由 1l , 2l , 3l 所形成之三角形的三個頂點，落在三角形 ABC 的內

切圓上。 

 

【試題委員會公布的參考解答與給分標準】： 

(解法一)：如圖所示，設 1M , 2M , 3M 分別為 1T , 2T , 3T 三點對應於 A , B , C 分

角線的對稱點(reflections)，則顯然 1M , 2M , 3M 會落在 ABC 的內切圓上。 

我們將證明 1M , 2M , 3M 即為由 1l , 2l , 3l 所形成之三角形的三個頂點。 

由對稱性，我們僅需證明直線 1l 通過 2M 點。設 I 為 ABC 內切圓的圓心。注意 2T 與 2H

落在 BI 的同側。在此我們僅證明 C 也落在與 2T , 2H 相對於 BI 之同側之情形，致於 C

落在與 2T , 2H 相對於 BI 之異側時，只需稍微修正即可。設 2A , 2B , 

2C . 

 

引理： 2H 關於直線對稱軸 32TT 的對稱點，落在直線 BI 上。 

證明：過 2H 做直線 l 垂直 32TT . 記 BI 與 l 的交點為 P, BI 與 32TT 的交點為 S, 則 S 同時

落在線段 32TT 及線段 BP 上。 

現在我們僅證明 22 2 PSTPSH  . 

因為 32 BSTPST  , 所以由三角形外角定理可知 

  )90(333 BSTSATBST . 

因 1T 與 3T 對稱於直線 BI, 所以  31 BSTBST .因為  90901 SBT , C 與 S 

落在 1IT 的同側。由於  11 ICTIST , 所以 CTIS ,,, 1 四點共圓，因而 ISC CIT1  

 90 . 但因  902CBH ,  90ISC , 所以 B, C, 2H , S 四點共圓。故，

22 22 PSTCPSH   . 

(正確證明引理可得 4 分) 

注意：於以上引理的證明過程中，因為直線 1l 為直線 32HH 對於直線 32TT 的對稱圖形，

且 B, C, 2H , S 四點共圓，我們實際已證明了  222 TSHBPT . 因為 2M 為 2T 對於

BI 的對稱點， CPBBPTBPM  22 , 因而 2PM 平形於 BC. 所以要證明 2M 落

在 1l 上，僅需證明 1l 平形於 BC. 設   ; 並設直線 BC 與直線 32HH 交於 D 點，與直

線 32TT 交於 E 點。注意：D, E 兩點是落在線段 BC 的同側。由簡單的計算易知

  23BDH ,   3BET , 所以 1l 平形於 BC. 

(僅證明 BCl //1 可得 2 分) 
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(解法二)：首先證明出 1l 平形於BC, 並看出可利用位似變換將 ABC 外接圓映至 ABC

內切圓。 

(證明出 BCl //1 , 且由 BCl //1 看出可利用位似變換將 ABC 外接圓映至 ABC 內切圓

可得 3 分。) 

 

設 J為線段OI上的一點，使得OJ : JI = R : r, 其中R為 ABC 外接圓的半徑，r為 ABC

內切圓的半徑。考慮位似變換 h, 以 J 為位似中心，以
R

r
 為位似比率；則 h 將 ABC

外接圓變換為 ABC 內切圓。此時位似變換 h 將 ABC 變換為一個在 ABC 內切圓上

的 ''' CBA ，使得 ''' CBA 與 ABC 的對應邊平形。我們現在證明 ''' CBA 即為所求。

為此我們證明 ''BA 為線段 21HH 關於對稱軸 21TT 的對稱圖形；同理，我們亦可得 ''CB 、

'' AC 分別為線段 32 HH 、 13HH 關於對稱軸 32TT 、 13TT 對稱圖形。線段 ''BA 與線段 21HH

為關於對稱軸 21TT 的對稱圖形，若且唯若直線 21TT 為以直線 ''BA 與直線 21HH 所形成

之角的角平分線。候者又等價於 1T 距離直線 ''BA 與直線 21HH 相等，且 2T 距離直線

''BA 與直線 21HH 也相等。設 2A , 2B , 2C . 由 h 的定義可知平行線

AB 與 ''BA 的 距 離 為 )2cos1( r . 1T 至 直 線 AB 的 距 離 為

)2c o s1(2s i nc o t2s i n1   rrBT . 所以  2cos2(cos)'',( 1  rBATd . 由

1T 作直線 TT1 垂直 21HH , 由直角三角形 THT 11 可知 THTHTTT 11111 sin . 因為

21HABH 四點共圓，所以 211  CABTHT . 因為 

    cot2cos1111 rACCTCHHT  , 

所以  2sin)cot2cos(),( 211 rACHHTd  . 因 )cotcot(22   rCTATAC , 

我們有 
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綜合以上所論，我們可得 
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同理可得， 

   









. ),2cos2(cos
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若

若

r

r
BATdHHTd  

此證明了 1T 距離直線 ''BA 與直線 21HH 相等，且 2T 距離直線 ''BA 與直線 21HH 也相等。 

(以實際算出上述之距離得到位似便換可將 ABC 外接圓映至 ABC 內切圓可得 4 分。) 

 

【註】：以解析幾何的方法，正確算出 il , 3,2,1i 的三個交點坐標可得 2 分。 

 

 


