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筆試試題（一）【參考解答】 

一、【參考解答】 

 

1. 如左上圖，自 至 (即 )的垂線為 ，故 的垂心 在

上。令 為  與 的交點。 交 於 交 於 。 

因 為 的兩高，故 為其垂心，因此 。故

共圓，又 共圓，因此 

。 

2. 如右上圖， 的中垂線過 及 ，令 為 的中點。 

(在 的外接圓上)所對圓周角為圓心角 的一半。故 

。 

因 ， ，是以 ，得 共

圓，且 

。 

而  

， 。 

故 。 

3. 由 1. 及 2. 得 。因此 , , 共線。 
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二、【參考解答】 

先計算一排 格相鄰異色且兩端異色的塗色方法總數，記為 . 

 

若只要求相鄰異色，則塗色方法數為 . 

此時塗色方法可分為兩類： 

(i) 第 1 格和第 格異色，方法數即為 . 

(ii) 第 1 格和第 格同色，此時第 1 格和第 格必異色，故此類的塗

色方法數為  

由上討論知： 

            (1) 

現在利用(1)及 來求 . 

對於 , 

 

所以 

             (2) 

以上公式(2)對於 皆成立，若進一步要求第 1 格塗 顏色，第 格塗 顏

色 ，則塗色方法數為  

以下考慮原題的塗色方法數，因為要求第 1 格、第 n格和第2n格的顏色互不

相同，不妨設其分別塗顏色 和 ，此時的塗色方法有 

， 

但顏色 和 的選擇共有 , 所以本題的塗色方法總數為 
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三、【解】 

 

(1) 首先證明性質： 

若 及 都是有理數，則 也都是有理數。 

理由如下：令 ，則 

 

將上式兩邊平方後得 

， 

令 ，明顯 ，則因  為有理

數， 

故此 為有理數。 

同理可證： 為有理數。 

(2)求所有可能 值： 

因為 為整數，所以 為有理數，又

為整數，由(1)知 都是有理

數。 

令 ，其中 為互質的正整數，因為 

， 

所以 。 

同理可得： ，其中 為正整數。 

因此 ，由題意知此為整數，所以

。 

(i) 如果 ，則 ，因此 

 (不合) 

(ii) 如果 ，則 中必有一數為 1，另二數都是 2，因此  
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 (不合)。 

(ii) 如果 ，由於對稱性，為不失去一般性，不妨假設 

。 

   如果 則 

， 

因此 

      

 (不合) 

   如果 則 

， 

   當 時，不合。 

   當 時， ，因此        

 

 (不合) 

   當 時，因此 

 

   因取消限制條件，故得 
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