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關於《算術研究》這本書，流傳著這樣一則故事，1849 年 7 月 16日，哥廷根大學為高

斯獲得博士學位五十週年舉行慶祝會，當進行到某一程序時，高斯準備用《算術研究》

的一張原稿點煙，當時在場的數學家狄利克雷（後來繼承了高斯的職位），像見到瀆聖

行為一樣吃了一驚，立刻冒失地從高斯手中搶下這一頁紙，並一生珍藏它；狄利克雷的

編輯在他死後，還從他的論文中找到這張原稿。高斯曾經要求在他的墓碑上刻一個正十

七邊形，但事與願違，由於雕刻工認為正十七邊形刻出來後幾乎和圓一模一樣，而就在

高斯紀念塔上刻了一顆有十七個角的星。 

現在中學所教授的數論理論，大多取自於兩千多年前歐基里德的名著《幾何原本》，特

別是其中的第七、八、九這三卷。《幾何原本》可以說替數論打下基礎、建立雛形，而

《算術研究》則是替高等數論的研究拉開序幕。十九世紀德國德國數學家克羅內克說：

「整數是上帝創造的，其他的數才是人類的貢獻」，足見整數在數學家的心中是何等的

重要。 

1
 費馬大定理「 ( 3)n n nx y z n   沒有正整數解 , ,x y z」是十七世紀法國數學家費馬在一

本書的邊頁上寫下的猜測。費馬寫道：「對此猜想，我已發現了一個巧妙的証明，可惜

數學王子高斯（與阿基米得、牛頓被譽為史上最偉大

的三位數學家）曾說：「數學是科學的皇后，而數論

是數學的女王。」他在 1801 年的名著《算術研究》

奠定了近代數論的基礎，不但是數論領域的劃時代鉅

著，也是歷史上最有代表性的數學著作之一。難怪集

合論的創始人康德這樣評價此書：《算術研究》是數

論的憲章。高斯在 24 歲出版的《算術研究》開創了

現代數論的新紀元，書中出現有關正多邊形的作圖

（正十七邊形），方便的同餘記號（）以及優美的

二次互反定律的首次證明等。 

 

費馬大定理與橢圓曲線 1
 

2 3 3 3y x x  



這裡頁邊的空白太小，寫不下了。」三百多年以來，許多優秀的數學家採用種種方法試

圖補證這個定理，但始終都未能獲得成功，直至最近才由英國的維爾斯解決。上圖中的

曲線是一種稱為橢圓曲線（此橢圓曲線並非中學所學的橢圓）的圖形，這類曲線是維爾

斯解決費馬大定理的重要武器。維爾斯在 1993 年的初稿證明是有些許瑕疵的，但稍後

亦被維爾斯與他的學生泰勒修正過來。紐約時報曾在 1993 年 6月 29 日以「維爾斯放出

數學衛星，350 年的古老問題已被攻克」為題發表有關報導。 

 

3.1 因數與倍數 

整數是數論的研究對象，尤其是整數的除法性質。早在古希臘的數學中，已出現像「算

數基本定理」、「歐基里德輾轉相除法」與「質數有無限多個」等這些與除法性質相關的

深奧定理。「算數基本定理」，也稱為「整數的唯一分解定理」，是數論的基本定理，其

內容是：任何一個大於 1 的正整數都可分解為若干個質因數的乘積，並且如果不計順序

的話，這種分解是唯一的。這個結論出現在歐基里德《幾何原本》第九卷的命題十四之

中，顯然，歐基里德就有因數分解的觀念。高斯在 1801 年出版的經典名著《算術講話》

中，重新陳述並作了「算數基本定理」的證明。 

如果正整數a的標準分解式為 

【算數基本定理】 1 2

1 2
naa a

na p p p  , 

其中 1 2, , , np p p 是滿足 1 2 np p p   的質數，且 1 2, , , na a a 都是正整數。利用樹狀圖

或者將乘式 
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展開可以得知：這個乘式就是a的所有正因之和，而且正整數a的正因數個數恰有 

【正因數個數定理】 1 2( 1)( 1) ( 1)na a a   個。 

 

 



例題 1  設小於 220，又整除 220 的所有正整數之和為n。試求小於n，又整除n的所有

正整數之和。  

【解】將 220因數分解得到 22 5 11  。它的所有正因數（排除 220 自己）之和為 

1 2 4 5 10 11 20 22 44 55 110 284.            

將 284因數分解得到 22 71 。它的所有正因數（排除 284 自己）之和為 

1 2 4 71 142 220.      

答案為 220。 

像這樣的數 220 與 284 稱為友誼數，早在畢達哥拉斯時就知道這對友誼數。也就是說， 

正整數a與b是友誼數的意思是 

a b b

b a a





小於 ，又整除 的所有正整數之和；

小於 ，又整除 的所有正整數之和。
 

處理整數除法問題最犀利的利器為 

| , | | ( ).d a d b d am bn   

 

例題 2  阿三幫他父親記帳，有一則糊塗帳這樣記著： 

「哈蜜瓜 37顆計 4 7 元。」 

事後，阿三僅知哈蜜瓜每顆為整數元且數字比數字 大。你能知道哈蜜瓜一顆是多少

元嗎？ 

【解】由題意知道 

37 | 4 7 37 | (1000 10 407)

37 | 37(27 11) (10 )

37 |10

( , ) (3,7),(7,4).

    

    

  

  

 

由  知道： 7, 4   。因此哈蜜瓜一顆
4477

121
37

 元。 

 



例題 3  設n為正整數。試求3 5n  與5 8n  的最大公因數（以n表示）。 

【解】設最大公因數為d 。那麼由 | (3 5)d n  及 | (5 8)d n  推得 

| (3 5) (5) (5 8) ( 3) |1 1.d n n d d          

所以3 5n  與5 8n  的最大公因數為 1。 

 

例題 4  一監獄的囚牢剛好排成一列，囚牢編號從1,2,3, 下去。起初所有囚牢的門都是

關著的，一獄卒依照如下的規矩開關囚牢：「先將所有囚牢的門打開，接著將偶數號囚

牢關起來，然後號碼為 3的倍數的囚牢，如果是關著的就打開，開著的就關閉，接著號

碼為 4的倍數的囚牢，如果是關著的就打開，開著的就關閉，…，依此類推。」試問哪

些號的囚牢最後變成開著的。 

【解】號碼為完全平方的牢房是開著的。 

設n號牢房是開著的。由獄卒的操作法則得知：只有碰到 n的因數時才會改變這牢房的

開或是關。牢房是開著的意思是指「n有奇數個因數」。如果d 是n的一個因數，那麼
n

d
 

也會是n的一個因數。所以n的因數應該成雙出現。除非有一個n的因數d 使得 

n
d

d
  

時，n的因數才會是奇數個。這時候  

2n d  

為完全平方數。 

 

3.2 歐基里德輾轉相除法 

設a為整數，b為正整數。國小與國中對『b除a』做了兩種不同的處理方式，一種是「長

除法」，另一種是「輾轉相除法」： 



 

它們都是在傳達代數式 

【除法原理】 0a bq r r b   且   

的概念。由這個式子出發，可以導出有名的 

【輾轉相除法原理】 ( , ) ( , )a b b r 。 

這個定理稱為歐基里德輾轉相除法，它出現在《幾何原本》第七卷。 

 

例題 5  承例題 3，利用歐基里德輾轉相除法求3 5n  與5 8n  的最大公因數。 

【解】由 

 

得到3 5n  與5 8n  的最大公因數為 1。  

 

例題 6  項少龍坐著時光機器回到古希臘歐基里德時代，與歐基里德促膝長談。項少龍

為了證明他的數學能力，在離去之時，教歐基里德一則切割長方形的遊戲：「給定一個

長與寬都是正整數的長方形，起先用刀子割去最大可能的正方形；剩下部分再割去最大

可能的正方形；……；如此進行下去，直到最後剩下的長方形是正方形就停止。」 



項少龍怕數學不怎麼好的歐基里得不懂他的規則，隨手拿起竹子在地上舉長 8，寬 3 的

長方形當例子，解說起來。圖中，第一次、第二次、第三次、第四次所在的正方形即操

作過程中先後被割去的最大正方形，最後剩下一個長與寬都是 1的正方形。 

 

項少龍留給歐基里德的習題為 

(1) 開始是長 89，寬 55 的長方形，最後的正方形邊長是多少？ 

(2) 如果開始的長方形之長為a，寬為b，那麼最後留下的正方形邊長為何？ 

【解】 

(1) 所剩下的長方形之長寬依序為 (89,55) (34,55) (34,21) (13,21) (13,8)      

(5,8) (5,3) (2,3) (2,1) (1,1)    。最後留下的正方形邊長為 1。 

(2) 利用輾轉相除法原理得到：最後留下的正方形邊長為a與b的最大公因數。 

 

3.3 質數問題 

「不能分解成兩個大於 1的正整數的乘積」是質數最重要的特徵，也是它的胎記。相反

的，如果n是一個合數，那麼n可以分解成兩個大於 1 的正整數的乘積，較小的那個數

不會超過 n（如果兩個數都超過 n，那麼它們的乘積超過n，不會等於n，矛盾）。所

以想要判斷一個大於 1的正整數n是否為質數，只要用不超過 n的質數去試除n就可以

知道結果。這是最古老，最直接，也是最簡單的質數判別法-試除法。 

『數根』是『質數』的早期名稱，始見於《數理精蘊》這本書，清末數學家李善蘭翻譯

《幾何原本》第七卷時，沿用『數根』一詞；民國初年，大陸把它取名為『素數』。與

質數相關的中文書籍：李善蘭著有《考數根法》一書，用現在的語言來說，就是判別質



數的方法；大陸數學家華羅庚著有《堆壘素數論》，主要在探討高深的質數問題。無論

是『數根』、『質數』或者是『素數』，它們都在強化質數是「數的根本」、「重要的數」

或「原始的整數」這些觀念。 

 

例題 7  設n為正整數。如果  

4 4n   

是質數，那麼n ？ 

【解】因式分解得到 

    
2

4 2 2 2 24 2 4 2 2 2 2 .n n n n n n n          

因為是質數，所以 

2 22 2 1   2 2 1.n n n n     或  

合理的答案僅有 1n  。 

 

例題 8  設 ,a b為正整數，定義線性函數 ( )f n an b  。說明 

(1), (2), (3),f f f  

不可能全為質數。 

【證明】考慮  

( 1) ( 1) ( )( 1).f a b a a b b a b a          

顯然 ( 1)f a b  是合數。 

【註】將 1n a b   代入是很玄的作法。如果從 (1)f a b  是否為質數開始討論起，或

許你會比較瞭解 1a b  是如何得到的。這個例題在告訴我們「線性函數的值不可能都

是質數」，更算術的講法是「首項是b，公差為a的等差數列不可能全為質數」。如何造

一個公式或函數讓它的值或函數值都是質數，是數學家夢寐以求的事。例如：費馬造了

費馬數列 nF 為 



22 1.
n

nF    

前四項 1 2 3 45, 17, 257, 65537F F F F    都是質數，費馬一度認為 nF 都是質數。不幸的

是，尤拉在 1732 年驗證得到 

52

5 2 1 4294967297 641 6700417F       

不是質數。尤拉發現二次函數 2( ) 41f n n n   在 0,1,2, ,39n  時都是質數，但是

2(40) 41f  不是質數。事實上，任何多項式都無法讓它的函數值全為質數，這證明不難，

我們將在多項式裡討論它！ 

「質數有無限多個」這個定理出現在歐基里德《幾何原本》的第九卷。底下的證法就是

歐基里德在《幾何原本》上的證明。 

 

定理 3.1 質數有無限多個。 

【證明】假設質數只有有限個並將質數依其大小排列如下 

1 2 32, 3, 5, , np p p p   。 

現在考慮正整數 1 2 3 1nN p p p p  。因為 nN p ，所以N 不是質數。根據因數分解：N  

必定被某個質數整除，不妨設這個質數為 ,(1 )rp r n  。因此我們有 

1 2 1;

.

r r n

r r

p p p p p

p p





∣

∣
 

由此推得 

1.rp∣  

這與 2rp  矛盾，所以質數有無限多個。 

 

習題 1  利用試除法判斷 437 是否為質數。 



習題 2  700003與 30007 的最大公因數為 。 

 

習題 3  考慮下列問題： 

(1) 因數分解 1184。 

(2) 求 

  0 1 2 3 4 5 0 12 2 2 2 2 2 37 37       

之值。 

(3) 求 1184 的所有正因數之和。  

 

習題 4  有三個質數，其積是和的 17倍。求此三質數為何？ 

 

習題 5  設 ,a b為正整數，符號max{ , }a b 與min{ , }a b 分別代表兩數中較大與較小的數。

例如 

max{3,8} 8, min{3,8} 3, max{5,5} min{5,5} 5.     

定義數列 na 與 nb 如下： 

1

1

2 1 1 1 1

2 1 1

1 1 1 1

1 1

max{ , } min{ , }

min{ , }

max{ , } min{ , }

min{ , }

max{ , } min{ , }

min{ , }.

n n n n n

n n n

a a b a b

b a b

a a b a b

b a b

a a b a b

b a b

   

 

 



 



 



 

(1) 如果 8, 3a b  ，那麼求數列 na 與 nb 的值。 

(2) 針對一般的正整數a與b，寫下 1 2 30, , , , ,b b b b 的大小關係。 

(3) 針對一般的正整數a與b，考慮數列 nb 是否收斂，是的話收斂值為何？ 



(4) 針對一般的正整數a與b，考慮數列 na 是否收斂，是的話收斂值為何？ 

(5) 針對一般的正整數a與b，寫下 1 2 30, , , , ,a a a a 的大小關係。 

(6) 論述此題與例題 6之關係。 

 

習題 6  設 p是一個質數，而且17 1p  是完全平方數。求 p的值。 

 

習題 7  試完成 

(1) 設小於 1184，又整除 1184 的所有正整數之和為n。試求小於n，又整除n的

所有正整數之和。 

(2) 【塔比‧伊本‧庫拉定理】設n為正整數。 

如果正整數 

1 2 13 2 1, 3 2 1, 9 2 1n n np q r           

都是質數，那麼 

1 12 , 2n na p q b r       

是友誼數。 

 

習題 8  對任何正整數n，分數 

2

2 1n

n n




 

都是最簡分數。 

 

習題 9  設n為正整數。試求 3 25 11 10 8n n n   與 25 11 5n n  的最大公因數（以n表示）。 

 

習題 10  (最小除法原理)設a為整數，b為正整數。利用『除法原理』推論：可以找到



整數 1 1,q r使得 

1 1 1  .
2 2

b b
a bq r r    且  

並證明此時亦有 1( , ) ( , )a b b r 的性質。 

 

習題 11  給定長度為正整數a與b的兩線段（令a b ）。起先，用長度b的線段去量長

度a的線段，如果量盡則終止，否則長度a的線段將會剩下一段比b短的線段，

將其長度記為 1a 。接下來，用長度 1a 的線段去量長度b的線段，同理，量盡則

終止，不然長度b的線段將會剩下一段比 1a 短的線段，將其長度記為 1b 。如此

繼續操作下，直到最後量盡為止。 

(1) 針對特別正整數 8, 3a b  ，求 1 2 1 2, , ; , ,a a b b 的值。 

(2) 對任意正整數a與b，在量盡之前所用的線段長度是多少（以符號 ,a b表

示）？ 

 

習題 12  有 A, B, C 三位先生及 X, Y, Z 三位女士，他們是三對夫妻，約好下班後去一位

友人家聚會。六個人分別在路上買了饅頭，買饅頭的規則竟然都是「一個饅

頭多少元就買幾個。」 

到了友人家之後發現， A 比 X 多買 23個饅頭， B比 Y 多買 11 個饅頭，而

且每位先生剛好都比他的太太多花 63 元。問：誰與誰是夫妻。 

 

動手玩數學 

正整數（或說自然數）雖然是有理數的一部份，但是它具有跟有理數很不一樣的性質。

例如集合 

{0.1,0.01,0.001,0.0001, } 

是有理數的一部份，但是這集合裡沒有最小元素；而任何由正整數所構成的非空集合裡



一定有最小元素。這「最小元素的存在性」是正整數與有理數的最大差別。底下是一則

台大數學系八十六學年度推甄考過的問題，請你試著用上述正整數的性質推理。     

在無窮的平面網格上（由無窮多水平線與垂直線所形成），每一格之內放置一個自然數

（可重覆），使其每一格的數都等於其相鄰上下左右四格的平均值，即 

1 2 3 4 .
4

a a a a
a

  
  

 

張三說：要完成這樣的配置，必須每一格放置相同的正整數。請問：張三的說法正確嗎？

請說出你的論證。 

 

挑戰題 

數學教授出了一道算術題目給他的兩位學生（學生 P 與學生 S）作答。題目是這樣的：

教授先想了兩個介於 2與 15之間的整數（含 2 與 15這兩個數），打電話給 S告訴他這

兩數的和；同時打電話給 P告訴他這兩數的積（學生 P, S也都知道這兩個數介於 2 與 15 

之間）。兩位學生思索一陣子之後，在電話中有了如下的對話： 

學生 P對學生 S說：「我不知道你的和是多少？」 

學生 S回答學生 P說：「我知道你不知道啊！」 

學生 P興奮的對學生 S說：「現在我知道你的和了，順便提示你一下：我的積超過 28哦！」

然後就掛了電話。 

試求教授想的兩數是多少？ 
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數學的女王……數論的習題解答 

 

習題 1 

因為 437 21 ，所以只需檢驗小於 21的質數是否整除 437即可。結果 19整除 437，因此 

437 19 23   

不是質數。 

 

習題 2 

利用輾轉相除法可以得到：700003 與 30007 的最大公因數為 37。 

 

習題 3 

(1) 
51184 2 37   。 

(2) 2394。 

(3) 2394，將(2)的乘式展開剛好是所有正因數的和。  

 

習題 4 

設三質數為 , ,a b c。由題意知道： 17( )abc a b c   ，顯然17 | abc，即 , ,a b c有一數為 17。

令 17c  代入得到： ( 17)ab a b   ，即 17ab a b   ，整理為 ( 1)( 1) 18a b   。可能

解為 1 1, 1 18; 1 2, 1 9; 1 3, 1 6; 1 6, 1 3; 1 9,a b a b a b a b a                 

1 2; 1 18, 1 1b a b      。僅 2, 19a b  或 19, 2a b  符合題意。因此三質數為 2, 17, 

19。 

 

習題 5 

(1) 1 2 3 4 5 6 75, 2, 1, 1, 0, 1a a a a a a a        ； 1 2 3 4 53, 3, 2, 1, 1,b b b b b      



6 7 0b b   。 

(2) 1 2 0nb b b b      。 

(3) 數列 nb 收斂到 0。 

(4) 數列 na 收斂到 ( , )a b 。 

(5) 1 2 3, , ,a a a 中恰有一項為 0，其餘都是正整數；在 0這項之前是遞減數列，在 0 這項

之後都是常數項，常數為 ( , )a b  。 

(6) 都是「輾轉相除法原理」的呈現方式。 

 

習題 6 

設 235 17 1p q   。因此 5q  且17 ( 1)( 1)p q q   。由算術基本定理知道：

1 17, 1q q p    或 1 , 1 17q p q    。解得 19p  或 15（不合）。 

 

習題 7 

(1) 因為 51184 2 37  ，所以習題 3 

22394 1184 1210 2 5 11 .n        

小於 1210，又整除 1210 的所有正整數之和為 

   0 1 0 1 0 1 22 2 5 5 11 11 11 1210 1184.       

(2) 小於a，又整除a的所有正整數之和為 

   

 

0 1 1 0 1 0 1

2 1 1

2 2 2

2 1 3 2 3 2 2

. )(

n

n n n n

p p q q a

p q

b



  

     

        

 將上式乘開可得

 

同理，小於b，又整除b的所有正整數之和為a。因此a與b是友誼數。 

 



習題 8 

設 2(2 1, )d n n n   。因為 2| (2 1), | ( )d n d n n  ，所以 

2| (2 1) ( ) ( ) (2) | .d n n n n d n        

再利用 | (2 1), |d n d n 得到 | (2 1) (1) ( 2)d n n     ，即 |1d 。因此 1d  ，也就是2 1n  與

2n n 互質。 

 

習題 9 

利用輾轉相除法 

       

      

      

      

      

      

    

3 2 2

2

5 11 10 8 5 11 5 5 8

5 11 5 5 8 3 5

5 8 3 5 1 2 3

3 5 2 3 1 2

2 3 2 1 1

2 1 1 1

1 1 1 0

n n n n n n n

n n n n n

n n n

n n n

n n n

n n

n n

       

     

    

    

    

   

   

 

得到 3 25 11 10 8n n n   與 25 11 5n n  的最大公因數是 1（兩數互質）。 

 

習題 10 

利用『除法原理』可以得到 

0 .a bq r r b   且  

如果此時的餘數 r滿足0
2

b
r  ，那麼取 1 1,q q r r  即可。若餘數 r滿足

2

b
r b  ，則

0
2

b
r b


    且 

( 1) .a bq r b q r b       

取 1 11,q q r r b    即可。 



習題 11 

關於(1)： 1 12, 1a b  。 

關於(2)： ( , )a b 。 

 

習題 12 

設先生買m個饅頭，太太買n個饅頭。依題意得到方程式 

 

因此，男士買的饅頭數為 8, 12, 32，而女士買的饅頭數為 1, 9, 31。令 , , ; , ,a b c x y z 分別為

A, B, C; X, Y, Z 買的饅頭數。由 A 比 X 多買 23 個饅頭， B比 Y 多買 11個饅頭得到 

 

再由三組解 (32,31), (12,9), (8,1)得知：A, Z 是夫妻；B, X 是佳偶；C, Y 是一對。 

 

動手玩數學參考解答 

每方格都填同一個正整數時，顯然是可行的。底下說明這是唯一的一種填法：如果有一

種填法可以滿足題目所要求的，那麼填進方格的所有正整數中有一個是最小的，令它為

a。考慮數字為a那格的上、下、左、右四方格。因為a是最小的，所以

1 2 3 4, , ,a a a a a a a a    。若 1a a ，則 

1 2 3 4

4 4
( )

a a a a a a a a
a a

     
   矛盾。 

所以 1a a ，同理可推得 2 3 4a a a a   。用同樣的方法知道：每格所填的數字必須是a。 

 

 



挑戰題參考解答 

設 p代表教授電話中告訴學生 P 的乘積； s代表教授電話中告訴學生 S的和。由第一句

話得到：「 p至少是三個不超過 15的質數（可以相同）的乘積」；由第二句話得到：「 s不

可以是兩個不超過 15的質數的和」（如果是兩個不超過 15的質數的和，那麼學生 P是

有可能知道的）。因此 4 2 2,  5 2 3,  6 3 3,  7 2 5,  8 3 5,  9 2 7,10 5 5,                 

12 5 7,  13 2 11,  14 7 7,  15 2 13,  16 3 13,  18 5 13,  19 2 17,  20 3 17,                 

21 2 19,22 5 17,  24 5 19,  25 2 23,  26 3 23,  28 5 23,  30 7 23                

都不可能為 s的值。因此 11,17,23,27,29s  。當 29s  時，有可能

14 15, 14 15 210s p     ，此時 210 的分解僅此一種，學生 P 應該不敢講第二句話。

同理，當 27 13 14, 23 11 12, 17 6 11s s s         時也發生同樣的情況。因此可以確

定 5 6 4 7 3 8 2 9s         ，此時 30,28,24,18p  。根據第三句話， 30p  。解得：

教授想的兩數是 5與 6。 

 

 

 

 

 

  

 


