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『函』這個字在日本是屬於不常用的漢字，所以日本人叫『函數』為『關數』（取音相

近）：大意是指「有關係的數」或「將變數 x關入 f 內，讓它起作用製造出新變數 ( )f x 」 

的意思。 

接下來我們將對函數的孕育，誕生，到廣泛被使用作較詳細的介紹，並列舉生活中常見

的函數。現在就讓我們來一趟欣賞「函數之美」的旅程吧！ 

 

2.1 函數的孕育，誕生，到廣泛被使用 

函數觀念的產生，也經過一段很崎嶇的途徑。早在古希臘時期，就有兩個變量互相對應

的觀念。只是當時所指的量，也僅僅是幾何性質的量，這時期算是函數概念的孕育時期。 

函數概念的雛形開始出現在中世紀一些數學家的研究中，他們用幾何與運動的概念來描

述函數。就以建立座標系與解析幾何的法國數學家笛卡爾來說，他在《幾何學》中討論

方程式與曲線的聯繫時，已經意識到：當『點』按一定的條件運動時， x與 y之間便建

就像達爾文的「物競天擇，適者生存」的理論，數學

上的新觀念，大部份都是經過長期的醞釀，演化而

來，函數就是一個最好的例子。德國數學家萊布尼茲

在 1694年首先提到函數（function）這個字眼，這也

是函數一詞最早出現在數學文獻裡的紀錄。至於 ( )f x

作為一般函數的符號是在 1734 年時，瑞士數學家尤

拉首先採用的。說也奇怪， function 在字典上是『起

作用』的意思，但是在 1859 年時，清末數學家李善

蘭卻將 function一字中譯為『函數』這麼奇怪的名詞。

事實上，李善蘭的譯法是很有數學深意的：意指將變

數x放入 f 內，讓它起作用製造出新變數 ( )f x 。 

函數之美 

( ) cosf x x
x






立了某種對應關係，即 y依賴 x而變，或者說 y是 x的函數。再以伽利略來說，他研究

自由落體運動時發現「物體在空中下降的距離（從靜止開始計算）與所經過的時間的平

方成正比」。也就是說他發現了距離與時間之間的對應關係。用現在的說法就是：距離

是時間的函數。 

設 ,x y是兩個變數。當變數 y的值，依照某個對應規則 f ，隨著變數 x的變化而唯一確

定時，我們就說「 y是 x的函數」，用記號 ( )y f x 表示。這是 1718 年，萊布尼茲的 

徒弟約翰‧白努利在沒有使用幾何與運動語言的情形下，給函數下的定義。這也是現在

中學數學課程中，最常給的具體定義之一。 

之後，約翰‧白努利的得意門生尤拉，對函數作了如下的定義： 

「根據它量而變的量，稱為函數。」 

在 1837 年，德國數學家狄利克雷對函數作了如下的定義：對於每個確定的 x值，只要 y

有完全確定的值與之對應，不論 ,x y所建立的對應方式如何， y都叫做 x的函數。狄利

克雷舉了一個函數的例子（稱為有理數的特徵函數）： 

 1  ,
( )

0 .

x
f x

x


 


是有理數

當 是無理數

當
 

當你試著去畫這函數的圖形時，就會覺得這真是一個怪理怪氣的函數，它的圖形根本畫

不出來。對於將函數的定義定為「兩個數集之間的對應關係」而言，狄氏的定義是很恰

當的。函數定義的再進一步發展，恐怕是德國數學家康德創立集合論之後的事了。 

在 1887年，德國數學家戴德金把函數的定義提昇到更抽象的層次：給定兩個集合 A與B。

如果 A內每一個元素a，在B內恰有一個元素b與a對應，那麼這種對應規則 f 稱為從 A

映到B的函數，記作 :f A B ，並將a與b的關係用符號 ( )b f a 或a b表示。習慣

上，稱 A是函數 f 的定義域，B是函數 f 的對應域，集合{ ( ) | }f a a A 是函數 f 的值域。 

根據戴德金的觀點，「三角形的面積」就是一個函數，它定義在所有三角形所構成的集

合上，而取值於正數所構成的集合；「螞蟻在地上跑」也是一個函數，它定義在「時間」

這集合上，而取值於平面上的點所構成的集合。把函數視為集合與集合之間的對應關係

後，數學家創造了許多稀奇古怪，奇形異狀的函數，有「魔鬼的階梯」、「長滿刺的曲線



（一說連續而到處沒有切線的曲線）」等函數。實在看不下去的法國大數學家龐加萊就

寫道：「從前人們找尋新函數都是為了某些實用的目的。現在呢？新函數的發掘，只是

要指出我們前輩的理論上的漏洞」。但是後來的科學發展，證明龐加萊的說法是錯誤的。

在物理上，幾乎所有的質子作布朗運動時，它的軌跡都是「長滿刺的曲線」，這是美國

的數學家維納證明的。 

 

2.2 自然界的函數 

從伽利略的自由落體實驗得到啟示：我們的自然界處處存在值得探討的函數。在這節裡，

將重點放在「彈簧伸縮與反作用力」、「攝氏與華氏」、「地震規模與釋放能量」的函數。 

 

例題 1  (虎克定律)在 1678 年，虎克發現了所謂的「虎克定律」：彈簧由自然長度伸展

（或壓縮）x單位長時產生的反作用力 ( )f x 與 x成正比，即 ( )f x kx （ k 是彈性常數）。 

這告訴我們彈簧伸縮的長度與反作用力成正比。 

「登高才能看得遠」是大家都知道的原理，這原理與地球是個球體息息相關。「站在高

度為 x公尺高的地點，所能眺望的最遠距離 ( )f x （公里）為何？」是人們想要瞭解的一

個函數。事實上，函數 ( )f x 可表示為 

( ) 8 .
5

x
f x   

 

例題 2  大家所熟知的黃鶴樓高度約為 51.2 公尺。試問：站在黃鶴樓所能眺望的最遠距

離是幾公里？ 

【解】代入公式得到 

51.2
(51.2) 8 8 3.2 25.6 ( )

5
f     公里。 

 

 



例題 3  (攝氏與華氏的關係)溫度的高低可以用攝氏表示，也可以用華氏表示。好一點

的溫度計會在左右兩邊分別刻上攝氏與華氏的刻度。攝氏零度時，等於華氏 32度；攝

氏 100度時，等於華氏 212度。試求攝氏度數與華氏度數的函數關係。 

【解】設攝氏 x度時，等於華氏 ( )f x 度，即 (0) 32, (100) 212f f  。由比例關係知道 

( ) (0) (100) (0) 212 32 9
.

0 100 0 100 0 5

f x f f f

x

  
  

  
 

因此  

9 9
( ) (0) 32.

5 5
f x x f x     

 

搞笑諾貝爾獎是由美國《不可能的科學研究年報》雜誌所主辦，它的評獎標準是「不能

或不應被複製」。2002 年第 12 屆搞笑諾貝爾數學獎頒給兩位印度學者，他們因一篇名為

《修訂測量大象的體表面積公式》的文章而得獎。 

 

例題 4  (大象體表面積公式)大象的體表面積 S（平方公尺）可以用數學式子 

S a bH cT    

來表示，這裡的H是指大象的身長（公尺），T 是指大象的體重（公頓）；而常數 , ,a b c與 

大象生長的環境相關（如印度象與緬甸象的常數可能不會一樣）。如果印度象的理想常

數為 4, 1.6, 4.5a b c    ，那麼我們來估算一下台北市立動物園的鎮園之寶-大象林旺爺

爺（已於 2003 年 2 月 26 日病逝，金氏世界記錄追認牠為全世界最老的象瑞，牠是長期

生長在台灣的緬甸象）的體表面積。大象林旺的身長約為 3.5 公尺，體重約為 5.6 公噸，

依據體表面積公式得到大象林旺的體表面積為 

4 1.6 3.5 4.5 5.6 26.8 ( )S        平方公尺。 

 

2.3 數學家與音樂家創造的函數 

萊布尼茲說：「音樂是一種隱藏的算數練習，透過潛意識的心靈跟數目字打交道」。只 

要是音樂，他就是時間與數字（震動頻率）的一種對應函數。 



例題 5  巴松管（一種低音樂器）的音樂頻率可以用函數 

( ) 0.25 0.32cos2 0.04sin 2

0.6cos4 0.2sin 4

cos6 sin6

0.2cos8 0.3sin8

0.2cos10 0.1sin10

P t t t

t t

t t

t t

t t

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

來模擬。這裡的 t是時間， ( )P t 是震動頻率。 

 

例題 6  定義函數 : [1,2]f  如下 

( ) 2 1 2 1.f x x x x x       

試求此函數的值域。 

【解】因為1 2x  ，所以 

   

   

2 2

( ) 2 1 2 1

1 1 1 1

1 1 1 1

2.

f x x x x x

x x

x x

     

     

     



 

因此函數 ( )f x 是一個常數函數。 

 

接下來的問題是牛頓提出的，所以叫做牛頓問題。 

例題 7  (牛頓問題)有一片牧場的草，二十七頭牛六星期可以吃完，二十三頭牛九星期

可以吃完。如果是二十一頭牛，那幾星期可以吃完？（假定牧場的草是邊吃邊長的，而

且每天成長的量一定）。 

【解】設原先牧場的草總量為 1單位，每隔一星期增加m單位。因此第 t週之後，牧場

的草總量函數 ( )f t 為 

( ) 1 .f t mt   

每頭牛每星期能吃的草總量為 



(6) (9) 5
( )

27 6 23 9 24

f f
m  

 
單位。 

因此，每頭牛每星期能吃的草總量為 

(6) 1
( )

27 6 72

f



單位 。 

由 

5
1

( ) 124

21 21 72

t
f t

t t


 

 
 

得到 12t  星期。 

若 x是一個實數，則高斯符號[ ]x “不超過 x的最大整數”。例如 

[3.141] 3, [ 2.78] 3, [ 5] 2, [7] 7.       

高斯函數在數論上是一個很有用的函數。以生活中的數學來講，用它來描述「計程車車

資與里程的關係」再恰當不過了。 

 

例題 8  (計程車車資與里程的關係)某市的計程車車資與里程的關係訂為：不超過 3 公

里，車資一律為 80 元，超過 3公里的部分，每半公里加收 5 元（不足半公里部分不計

費）。今以函數 ( )f x 代表搭乘 x公里路程所需支付的計程車車資。如果將函數 ( )f x 表為 

80 3,

( )
3 .

0.5

x

f x x c
a b x




   
    

 

求實數 , ,a b c的值。 

【解】答案是 80, 5, 3a b c   。思路是這樣的： 80a  代表基本費用， 5b  代表高斯符

號為「超過里程，除以 0.5的整數部分」。因此 3c  才合理。 

 

2.4 與函數一線之隔的公式 

當一則函數很出名的時候，常常冠以公式之名，而不在稱它為函數。例如，以人體的理

想體重公式為例：一個人身高為 h公尺的人，他的理想體重 ( )w h （公斤）以 



2( ) 22w h h  

當標準值較適當。因為大多數的醫師都以這函數“ ( )w h ”當體重是否過重的標準，所以

就稱 ( )w h 為人體的理想體重公式（而不稱它為理想體重函數）。又如例題 4 中的大象體

表面積公式也是同樣的道理。 

 

習題 1  某出版社欲發行許教授《算數講義》這本書，訂定的契約如下：「書本定價為

200元，銷售在 1千本（含）內，許教授可得 10 萬元；超過 1千本，而在 2

千本（含）內的部分，每本給定價 15 %的版稅；超過 2千本的部分，每本給

定價 25 %的版稅。」設銷售 x本時，許教授可得到的總錢數函數為 ( )f x 元。

許教授認為函數 ( )f x 可表示為 

100000 0 1000,

( ) 1000 2000,

2000 .

x

f x a bx x

c dx x

 


   
  

 

求 , , ,a b c d的值。 

 

習題 2  兩點 (0 30)x x  分時，時針與十二點鐘的方向夾 ( )f x 度；分針與十二點鐘的

方向夾 ( )g x 度。 

(1) 求函數 ( )f x 與 ( )g x 。 

(2) 試問：兩點幾分時，時針與分針會重合在一起。 

(3) 如果兩點 (0 30)x x  分時，時針與分針的夾角為 ( )h x 度，那麼將函數 ( )h x

表為 

0 ,
( )

30.

a bx x c
h x

d ex c x

  
 

  
 

求 , , , ,a b c d e的值。 

 

習題 3  繪函數 



( ) [ ]f x x x   

的圖形。 

 

習題 4  指出「三角形的內切圓半徑」這個函數的定義域、對應域與值域各為何？ 

 

習題 5  在牛頓問題中，如果是十八頭牛，那幾星期可以吃完？ 

 

習題 6  伽利略的自由落體運動：「從靜止開始計算，物體經過 t秒後，在空中下降的距

離為 24.9t 公尺」。在伽利略年代並沒有時鐘（時鐘是伽利略後來發明的），伽利

略以自己的脈搏來計時。如果伽利略的脈搏每分鐘跳 72 次，那麼伽利略的脈搏

跳動 x次時，物體下降的距離設為 ( )f x 公尺。試求函數 ( )f x ？ 

 

習題 7  約略描繪（或想像一下）函數 

cos 0,
( )

0 0

x x
f x x

x




 
 

 

的圖形。 

 

同餘數函數 

「同餘數」是一個既古老且困難的函數概念，直到今日，這個函數的值域還不很確定。

這函數正確且完整的敘述應該是「三邊邊長是有理數，而且面積是正整數的直角三角形

之面積」。由此知道：這函數的定義域為「所有三邊邊長是有理數，而且面積是正整數

的直角三角形所構成的集合」；對應域為「正整數所構成的集合」。最困難的當然是值域， 

哪些正整數是同餘數，哪些不是一直是困擾著數學家的大難題。例如：1,4,9, 等完全

平方數就不在值域內（不是同餘數）。 

  



函數之美的習題解答 

 

習題 1 

關於 ,a b的值：若2000 x ，則 

( ) 100000 10000 15% 200 ( 2000) 25% 200 30000 50 .f x x x           

因此 70000, 30a b  。 

關於 ,c d的值：若1000 2000x  ，則 

( ) 100000 ( 1000) 15% 200 70000 30 .f x x x        

因此 30000, 50c d  。 

 

習題 2 

(1) 

360 360
( ) 2 60 ,

12 60 12 2

360
( ) 6 .

60

x x
f x

g x x x

     

  

 

(2) 由  

120 10
60 6 10

2 11 11

x
x x      

知道：2 點
10

10
11
分時，時針與分針會重合在一起。 

(3) 時針開始走在分針之前。因為分針走的快，由(2)知在 2點
10

10
11
分時追平。因此，

10
10

11
c  。在

10
10

11
分之前， 

11
( ) ( ) ( ) 60 ,

2
h x f x g x x     

即
11

60,
2

a b   。 

在
10

10
11
分之後， 



11
( ) ( ) ( ) 60,

2
h x g x f x x     

即
11

60,
2

d e   。 

 

習題 3 

 

【註】當 0x  時，另一種等價的意思是“ ( )f x x 的小數部分”。 

 

習題 4 







定義域 「各種三角形所構成的集合」；

對應域 「實數所構成的集合」；

值域 「正實數所構成的集合」。

 

 

習題 5 

在例題 7 中，每頭牛每星期吃草總量
1

72
，而每隔一星期草增加

5

24
。假設 x星期後，草

會被吃完。 

5 1
1 18 24.

24 72
x x x       

答案為 24星期。 

 



習題 6 

2
5

( ) 4.9
6

x
f x

 
  

 
。 

 

習題 7 

它的圖形就是這節的圖騰（第一頁開始的圖形）。 

 

 

 

 

  

 


