
編輯室報告

《數學新天地》由師大數學系許志農教授精心策劃，這一期的「本期焦點」，將介紹由

許教授所帶領的數學專業團隊共同編寫的〈95學年度龍騰版數學教科書特色〉。文中針對龍

騰版 95 學年度的數學教科書作了詳盡的介紹，精彩內容如：淺顯易懂、段落分明的課文陳

述；因應九年一貫學生程度所設計的例題、習題、課前引言；模擬大考中心衡量標準、檢測

學生學習概念所設計的章末總習題；許教授私下收藏，適合中學生的有趣、易學、易記之數

學試題；符合各章節立體、反應該章主題意涵的圖形設計……等。 全新推出的龍騰 95數學

教科書，是一套學生容易學習、老師教學輕鬆上手的教材，期讓學習本數學教材的老師及學

生，能因此當現代的阿基米德為樂。

除了「本期焦點」之外，本期精選文章簡介如下：

承接上一期〈學習數學應注意的關卡〉，吳志揚教授將與我們分享學習基本幾何圖形的

概念以及方程式、不等式與多項式這三者的巧妙關係，只要你能對他們的關聯加以融會貫

通，便能體會其中之美。

『師父中的師父』專欄〈閒聊機率與統計〉中，許志農教授利用銅板以及骰子的變化，

由生活中帶入機率問題的運用。你知道圖書館的書籍，同一本書被翻閱最多次的頁數也跟機

率以及對數有關嗎？就讓許教授帶您體驗生活中常遇見的機率問題！

在進入高中的第一個學期，學生會大量接觸到邏輯的概念，身為數學教師的您，會用什

麼方法幫助學生學習呢？許秀聰老師的〈學理構念的再脈落化：學習前導架構〉將幫助您以

及您的學生如何更加了解自己的邏輯概念。

在數學課本「空間中的平面與直線」的章節中，我們經常使用「平面族定理」來解題，

但許多人對它只是知其然，而不知其所以然。蘇俊鴻老師的〈用向量來看平面族定理〉，透

過向量觀點的切入，可以為我們提供理解的途徑。
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◎吳志揚／中正大學數學系

學習數學應注意的關卡(三)
在上兩篇文章中，我們探討了一些學習數學

應注意的基本關卡，如計算能力與對小數、分數

與比例、未知數及簡單圖表的掌握等等。對一個

國、高中生來說，語文能力、理解力與記憶力的

成熟度是成長最迅速的年齡，並已成熟到可用來

進行較深入的分析、推理和對資料的整理與判

讀。數學的學習隨著學生心智能力的成長，在廣

度、深度與成熟度各方面的要求也必須隨之加重

與加強。就如前文所說的，數學的廣度指的是數

學知識與概念的涵蓋面向，而數學深度指的是對

數學知識與概念了解的深入度，成熟度表示一個

學生對數學知識、概念與技巧掌握的程度。

到了國、高中以上時，數學課程的廣度、深

度與成熟度都已進入筆者所說的「中級階段」，

在這個階段所需的語文能力，除了閱讀能力外、

寫作的表達能力與邏輯推理，敘述能力所扮演的

角色也隨著年級愈高愈來得重要。這是因為數學

問題的深度已較為提高，回答問題時敘述的複雜

度也較高。因此我們願意再一次提醒大家，多注

意學生聽、說、讀、寫的語文能力。而事實上，

不只是中文的語文能力，到了大學時，英語的能

力也是一樣很重要的，這是因為現代的數學觀念

絕大部分都是從西方先發展出來的，也因此有時

必須用英文較能掌握該數學詞彙的意涵。

在這篇短文中，我們將進一步討論三角形、

平行線與圓，方程式、不等式與多項式，以及幾

何與代數的兩面性，並探討學習數學是否要背，

也就是理解與記憶孰重的問題。這些主題將涵蓋

國、高中部分的課程。

第九關：三角形、平行線與圓

在學習數學的過程中，基本幾何圖形與概念

一直都扮演著重要的角色，其中又以三角形、平

行線與圓最為顯著。這是因為三角形的組合性

高，而其面積的計算也不那麼困難，與平行線的

性質相結合更能讓我們能夠充分地掌握方向的改

變與圖形的移動。因為三角形的重要性很大，我

們從國小到高中的幾何課程都一直在學習它的一

般性質。舉例來說，直角三角形的畢式定理就是

每個國中生必須熟知的。到高中時，我們進一步

與圓的性質相結合，並學會正弦定律、餘弦定律

與海龍公式等等，以進一步了解三角形的角、邊

與面積的關係。這些定律與公式對測量來說都是

非常有用的。由三角形衍生而得的三角函數，不

但對了解三角形本身很重要，未來在其他領域

（如物理等）的應用也是不可或缺的工具。

學習三角形、平行線與圓等單元，首先必須

加強對角度、長度的認知，並培養對圖形移動、

放大與縮小的感覺。一些基本而重要的概念與結

果也必須熟知。舉例來說，三角形內角和等於

180度，與平行線有關的角度問題，三角形的重

心、內心、外心與垂心，以及與之息息相關的一

些定律與公式，如何判定三角形的全等，如何利

用三角形的全等與相似三角形原理來計算所要的
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角度、邊長與面積。

又譬如，如果兩個三角形三邊的邊長相等，

那麼這兩個三角形就全等。全等是指這兩個三角

形可以經由平移、旋轉或反轉而完全重合在一

起。這就指出了如果三角形三邊的邊長一給定，

我們就應該可以算出這個三角形的面積與各個角

的角度等等，也因此正弦定律、餘弦定律與海龍

公式就自然而然地產生了。

在處理平面幾何問題中，最困擾學生的是如

何找補助線了。有幾何圖形天分的學生一學就

會，做練習時也能自己觸類旁通。較無幾何圖形

感覺的學生常常理不出頭緒。雖說情形是如此，

但畫補助線總應該也有一些基本方法吧。其實，

畫補助線應把握兩個要點：第一、畫所需角或邊

的平行線；第二、補足構成所需三角形的各邊。

掌握這兩個要點，並多加練習，相信對較無幾何

圖形感覺的學生也會很有幫助。

在現代的影像處理與幾何學中，利用三角形

來對複雜圖形作三角分割是了解該複雜幾何圖形

內在性質的一種有用的建構方法。這種三角分割

建構法，對現代通訊、數位影像的處理更是重要

無比。因為我們在電腦動畫上所看到的影像，不

管是人體、汽車或其他東西，也不管是平面圖形

或立體圖形，他們都可由很多細小的三角形（三

角網格）所建構成的。只要所用的三角形夠小，

那麼圖形看起來就會相當平滑。有了這樣的認知

後，相信大家對學習一些基本的幾何圖形如三角

形、平行線與圓等的重要性就更能了解了。

第十關：方程式、不等式與多項式

在第六關未知數的初體驗中，很多問題只要

引進未知數來處理，我們就可以用「直接」的方

法來思考，而不用去找一些巧妙的「間接」解

法。一般來說，引進未知數來處理問題有三個步

驟：第一、設定適當的未知數；第二、根據題意

找出未知數的可能關係式，這些關係式不外乎是

方程式或不等式所組成的方程組；第三、設法解

方程組，並找出這些未知數。使用未知數處理問

題時，困難處在於：如何根據不同的問題設定適

當的未知數、如何有效地找出未知數之間足夠的

關係式以及如何解方程組。從小學到高中的數學

課程中，學習解方程組就落在方程式、不等式與

多項式各個單元了。

方程式、不等式與多項式三者的關聯性是非

常高的，往往了解其中之一，就等於了解其他兩

項。不過，有些學生對方程式、不等式與多項式

之間的關聯並不熟悉，以致於不能相互融會貫

通。清楚了他們之間的關聯後，我們就可以花較

多的時間來學習如何解方程式或方程組的方法與

理論。

其實到現在為止，如何解方程組依然是件不

容易的事。一元一次方程式或不等式是簡單的，

一元二次方程式可用「配方法」來處理，並得到

公式解。有時也可用「交叉相乘法」做因式分解

來得到答案。一元三次、四次方程式也有「卡當

公式」。一般來說，五次以上的方程式並沒有公

式解。二元以上的一次方程組可用「消去法」來

處理，二元二次方程組也可嘗試用「消去法」與

「配方法」來找答案，但這已經讓很多學生頭疼

了。多元多次方程組就愈來愈困難，而必須借助

電腦來做數值計算了。也因此，筆者常說，若在

考試中出現必須解一元三次以上的方程式時，往

往必有一根是顯而易見的。要不然，可能甚至連

老師都不太容易解得出來。

如果所要求的根是整數、有理數或其他特別

的數，那麼處理的方法也會有所不同，學生只要

多練習幾次，就能了解它的要領。另外，根與係

數的關聯更必須加以了解，求根與因式分解是一

體的兩面，對有些學生來說，往往因不能深入的

了解而感到困惑。
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第十一關：形與數－坐標系

幾何圖形與數字計算是數學的兩大課題，這

兩者乍看似乎很不一樣，但其實它們可以說是一

體的兩面。我們的老祖宗就會設定尺度來量物體

的長度。也就是將物體的長度轉換成數字。這樣

的想法在幾何概念中是非常普遍的，舉凡長度、

面積、體積與角度等等皆是。然而，要將一個幾

何圖形，如直線、圓，給予數字化，或者將方程

式幾何化，都不是件容易的事。這件事的克服與

否，筆者以為這正是影響東西方數學與科學發展

的重要分水嶺。東方人終究沒能自行克服這個困

難，以致於後來科學發展遠遠地落後西方文明。

那麼西方人是如何做到的呢？這關鍵的發明即是

笛卡兒的直角坐標系統。

國中生利用數對的觀念將 x , y 標示在附有

直角坐標系統的平面上，亦即一個數對對應到直

角坐標系上的一個點，同時這個直角坐標系統也

把平面上的點給數對化了。這個奇妙的方法就把

幾何圖形代數化，而同時也把二元方程式給幾何

化了。更可貴的是這個方法，對一般的學生學起

來一點都不困難，並且覺得這個直角坐標系統很

自然，一點都不神奇。筆者曾經提出「SUN 法

則」來判別一個數學概念、發明或理論的好壞高

下。「SUN法則」指的是「簡單Simple」、「實

用Useful」與「自然Natural」。笛卡兒的直角坐

標系統即是符合「SUN法則」的最佳典範。

既然笛卡兒的直角坐標系統是連接幾何與代

數的橋樑，學習將一些幾何圖形表現在坐標平面

上是非常重要的練習。舉例來說，直線、圓、橢

圓、拋物線與雙曲線如何用方程式表述；反過來

說，二元一次或二次方程式又代表哪些幾何圖

形？其他如點與點、點與線或線與線之間的距離

如何計算，圖形的對稱、平移與旋轉又如何描述

與處理？

培養學生了解幾何與代數是一體兩面的觀

點，對學生數學能力的提升是非常重要的。事實

上，對數學問題的處理，幾何觀點往往提供具有

創意的方向，而代數計算才是落實想法的有效工

具。也因此筆者常說：「幾何直觀必須靠代數計

算來驗證」。

第十二關：理解與記憶

大家都說學數學要理解，不要用背的？真的

是這樣嗎？「學數學要理解」這句話是什麼意思

呢？筆者常開玩笑說：世界上最難理解的辭彙，

就是「理解」兩字。因為大家對「理解」的理解

也不一樣。所以說，與其花時間討論如何「理

解」數學，不如反過來問：學習數學是否需要背

很多東西呢？這其實和你學習數學的方式有很大

的關聯。

筆者以為學習一個新的數學單元正確的步驟

大致如下：首先應初步了解要探討的實際問題或

抽象概念；再來是建構該單元的基本知識、方法

與技巧，並做一些標準的例題和基本的練習；最

後是學習如何利用這些已經學會的概念、知識、

方法與技巧來處理一些延伸性的問題，並加以應

用，以便磨練自己利用基本知識處理問題的能力

與增廣見聞。其實這三個步驟也不是全然一定是

照這個順序的，有時對該單元的基本知識、方法

與技巧有了了解，對所要探討的實際問題或抽象

概念才會有進一步的認識；有時學會處理一些延

伸性的問題，才對該單元的基本知識、方法與技

巧有更多、更深一層的體會。而在這三個步驟

中，適當的理解與記憶都是必須的，而理解愈

多，則記憶愈少。

舉例來說，前面我們談到，如果兩個三角形

三邊的邊長相等，那麼這兩個三角形就全等。這

就說明了如果三角形三邊的邊長一給定，我們就

應該可以算出這個三角形的面積與各個角的角度
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等等，也因此正弦定律、餘弦定律與海龍公式就

自然而然地產生。這就告訴我們，如果我們熟知

這些公式，那麼對處理三角形的角、邊與面積的

問題就相當容易了。反過來說，如果我們不記得

這些公式，那麼對處理三角形的角、邊與面積的

問題就相當大費周章了，有時更不知如何下手。

這例子對於學習一個數學單元需要背哪些結果或

公式，相信對學生的困擾一定有所啟發。

結語

學習數學的歷程，就像人生一樣，人人不

同。有人一路走來，滿是歡喜、信心滿滿而有成

就感。有人從小學起，就一直充滿挫折，上了國

中後，數學考試就是頭痛的時間，數學成績永遠

是成績單上最紅的一科，這樣的情況可能要持續

到高中畢業。十二年折磨下來，誰還會喜歡數學

呢？雖然不喜歡數學，但若是連如何使用一些基

本的數學都不熟悉，那可說是數學教育的失敗。

大家試想：如果讓孩子們去學一項技能，如修

車、水電或烹飪等，相信不用花十二年也必然具

有一定的水準。如果讓小朋友從小花那麼多時間

去學數學，可是得到的經驗卻大多是負面的，並

且即使是數學成績好的學生，經十二年的訓練

後，心中依然對「數學有甚麼用」存著很大的問

號，這樣的數學教育一定不是成功的。這個情況

是我們數學教育工作者必須加以正視並深切反省

的。

當然，「為什麼要學數學」對不同的人來說

有不同的理由。對很多學生來說，學數學的最大

理由是因為它是最重要的主科之一，並且它是升

學考試必考的科目。因此，數學成績好的學生在

升學時就相對有利了。但站在社會、國家或父母

的角度來看，我們希望孩子學數學可以訓練思

考，並且因為數學是很有效的分析工具，對孩子

未來的工作發展會有幫助。也因此我們希望孩子

學數學不是只是學習數字的計算處理及研究幾何

圖形與表格的工作，同時也希望孩子學習思考、

分析與歸納的方法。經由探討數學理論及利用它

來了解、處理各種應用問題的經驗，可以讓我們

更有效地理解數學中各種抽象的觀念、並學會掌

握各種數學知識以便用來處理未來將面對的實際

問題。要訓練孩子逐步學會這些數學知識與能

力，必須要通過很多關卡。每一個關卡都有其必

須注意的地方，對這些地方多一分了解，學習起

來就多一分輕鬆，並且也多一分自信。 ■

附記：非常感謝嘉義市北興國中吳冠逸同學

對本文所提出的寶貴意見。
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問題

1, 2, 2, 3

1, 3, 3, 5

丟一枚公正的銅板，不是正面就是反面朝

上，而且其機率都一樣是
1
2 ；投擲一粒均勻的

骰子（正立方體），也只會出現六種情況，點數

1, 2, 3, 4, 5, 6朝上的機率都一樣是
1
6 。

這兩個結果可以從多次的實驗得到驗證，不

需要求神問卜，請問上帝。日常生活中，類似這

樣的機率活動有許多，如何得到各種情況發生的

機率分布是人們很感興趣的一件事。與其求見上

帝，問他這機率分布是多少，不如善用手邊的數

學知識，親手研究這機率分布來得實際。

第三講：

◎許志農／國立台灣師範大學數學系

閒聊機率與統計……
與其請問上帝是否擲骰子，不如研究上帝怎麼擲骰子
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1 利用多項式的乘法運算

擲骰子……均勻骰子

將甲、乙兩粒骰子同時投擲，那麼甲、乙兩

粒骰子的點數和分布次數可以由底下的多項式乘

法看出

x 1 + x 2 + x 2 + x 3 x 1 + x 3 + x 3 + x 5

= x 1 + 2x 2 + x 3 x 1 + 2x 3 + x 5

= x 2 + 2x 3 + 3x 4 + 4x 5 + 3x 6 + 2x 7 + x 8.

同時投擲甲、乙兩粒骰子的樣本空間有

4 4 = 16 種，而點數和的分布次數可由上述多

項式的係數決定。例如點數和為 4 的情況有 3

種，即 甲 ,乙 = (1 , 3), (1 , 3), (3 , 1)三種，它們

分別對應到上述多項式的乘積展開式

x 1 x 3 + x 1 x 3 + x 3 x 1 = 3x 4.

所以同時投擲甲、乙兩粒骰子的點數和機率

表為

點數和 2 3 4 5 6 7 8

機率
1
16

2
16

3
16

4
16

3
16

2
16

1
16

練習 1

1, 2, 3, 4

練習 2

1, 3, 4, 5, 6, 8

1, 2, 2, 3, 3, 4

▲

2 利用二項式定理擲骰子……

楊輝三角

二項式定理是說 x + y n 的展開式可以寫成

x + y n = C0nx ny0 + C1nx n – 1y1 + C2nx n – 2y2 +…

+ Cn – 1n x 1y n – 1 + Cnnx 0y n 的形式。這個恆等式的係

數Ckn = n!
n – k ! k!。若將這些係數依n值的大小，

由上而下；依 k值的大小，從左至右排列，則可

以排列成如下的楊輝三角：

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

C00

C01 C11

C02 C12 C22

C03 C13 C23 C33

C04 C14 C24 C34 C44

〈楊輝三角對照表〉

由二項式定理知道： x + y n + 1 展開式中

x n + 1 – ry r 項的係數為 Crn + 1 ；而把 x + y n + 1 寫成

x + y n x + y 的乘積，將 x + y n展開並計算其與

x + y 的乘積，得

… + Crnx n – ry r + Cr – 1n x n + 1 – ry r – 1 +… x + y

=… + Crn + Cr – 1n x n + 1 – ry r +….

因此，二項式定理的係數滿足

Crn + 1 = Crn + Cr – 1n ,

也就是說，楊輝三角上的任一個數等於其上

方左、右兩數的和。

二項式定理（代數形式）與楊輝三角（幾何

模型）被廣泛使用來解釋許多數學問題，接下來

舉兩個例子作說明：
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（彈珠檯）如果彈珠檯是一個三角形，當彈珠

從頂點下降一格時，有一半的機率向右走、另

一半的機率會向左走，那麼該如何描述彈珠的

落點分布呢？楊輝三角就是一個很好的模型：

將三角形的彈珠檯想成楊輝三角，當你投下 1

粒彈珠時，楊輝三角的第 1列的數字 1就是它

的分布；當你投下 2粒彈珠時，楊輝三角的第

2列的數字 1, 1告訴你，它的分布是左、右各

1粒；當你投下 4粒彈珠時，楊輝三角的第 3

列的數字 1, 2, 1告訴你，它的分布是左、右各

1粒，中間有 2粒，也就是說，彈珠跑到左、

右兩側的機率分別是
1
4 ，而落在正中央的機

率是
1
2 ；依此類推，當你投下 16粒彈珠時，

楊輝三角的第 5列的數字 1, 4, 6, 4, 1告訴你，

應該有 6 粒彈珠會落在正中央。從這過程發

現，楊輝三角是解釋彈珠檯遊戲的最佳幾何模

型。

（分割線段）將一條一公尺長的線段，依 1：

3的比例分割成兩條小線段，再將這兩條小線

段，分別依 1：3 的比例各分割成兩條小線

段，依此類推，在五次分割之後，會製造出

32條小線段。你如何知道這 32條小線段的長

度及同一長度的線段各幾條呢？拜二項式定理

所賜，可以利用

( 14 + 34 )
5

= C05 145 + C1
5 31
45 + C2

5 32
45 + C3

5 33
45

+ C45 3
4

45 + C5
5 35
45 .

展開式中的每一項與該項係數來解釋這問題。

將展開式中係數算出，得

( 14 + 34 )
5

= 1 1
45 + 5

31
45 + 10

32
45

+ 10 33
45 + 5

34
45 + 1

35
45 .

這個式子告訴我們：線段長度有

1
45 ,

31
45 ,

32
45 ,

33
45 ,

34
45 ,

35
45

等六種，每種長度有

1, 5, 10, 10, 5, 1

條，一共

32 = 1 + 5 + 10 + 10 + 5 + 1

條線段。由此發現，分割線段可透過二項式定

理的代數形式闡釋。

3利用對數性質擲骰子……班佛法則

機率分布的一個重要性質就是所有事件的機

率總和是 1，例如丟一枚公正的銅板，出現正面

的機率是
1
2，而出現反面的機率也是

1
2，這兩

個數字的和
1
2 +

1
2 就是 1。投擲一粒均勻骰子也

有同樣的性質，也就是說出現點數 1, 2, 3, 4, 5與

6的機率都是
1
6 ，而它們的和

1
6 +

1
6 +

1
6 +

1
6

+ 16 +
1
6 也是 1。

如果你會利用對數性質 log10a + log10b =

log10ab與 log1010 = 1的話，你將發現底下九個介

於 0與 1之間的數字和也是等於 1：

log10 (1 + 11 ) = log10 21 ；

log10 (1 + 12 ) = log10 32 ；

log10 (1 + 13 ) = log10 43 ；

log10 (1 + 14 ) = log10 54 ；

log10 (1 + 15 ) = log10 65 ；

log10 (1 + 16 ) = log10 76 ；

log10 (1 + 17 ) = log10 87 ；

log10 (1 + 18 ) = log10 98 ；

log10 (1 + 19 ) = log10 109 .
班佛發現日常活動中，有許多以上述九個數

字為機率分布的機率模型。最有名，也最容易被

誤解的一個模型就是「隨手寫下正整數」這個模

型。如果請全班或全校的每位學生隨手寫下一個
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正整數，那麼這些正整數的首位數字（例如 2489

的首位數字就是 2）的分布機率為何呢？很多人

可能把這遊戲想成跟擲骰子一樣，認為首位數字

是 1的會占
1
9 ，首位數字是 2, 3, 4,…, 9的也都

各占
1
9 。事實並不是這樣的，班佛研究發現，

學生所寫正整數的首位數字之分布並不均勻，首

位數字是 d 1 d 9 的比例約為 log10 (1 + 1d )。
另一個有趣的發現：當你翻閱圖書館的藏書

時，你會發現每本書的每一頁被翻閱的次數不相

同，如何辨識呢？很簡單，只需看書本側邊黑白

的程度，愈黑的那幾頁肯定被閱讀最多次。如果

你去統計的話，你將發現頁碼的首位數字是

d 1 d 9 的被翻閱的比例是 log10 (1 + 1d )。
像這兩個例子，當你研究與正整數相關的首

位數字分布，如果首位數字 d 1 d 9 的分布比

例為 log10 (1 + 1d )，就稱它符合班佛法則。接下

來列舉一些符合班佛法則的事件：

（存摺存款的首位數字）郵政總局如果統計每

位存款人的存款錢數的首位數字，他可能會驚

訝的發現，這個首位數字的分布並不均勻，反

而符合班佛法則。也就是說，一百多元，一千

多元，一萬多元，十餘萬元，百餘萬元，千餘

萬元……等的存款戶約占 log102 = 0.3010 左

右。

（河流流過的區域面積）統計全世界所有河流

所流經的區域面積，這面積的首位數字也會符

合班佛法則。

（財務報表的首位數字）你的公司想作假帳，

逃漏稅嗎？那你得懂班佛法則才有辦法得逞。

公司每日進進出出的貨物很多，產生的數據自

然龐大，國稅局如何監控公司是否數據造假，

逃漏稅呢？這都要歸功於班佛法則，根據統

計，如果公司正常運作下，那麼所產生的數據

的首位數會符合班佛法則。國稅局為了節省時

間與人力，只需查核該公司的數據的首位數字

是否符合班佛法則，便可知道該公司的數據是

否造假了。

（都市人口數字的首位數字）每個都市的人口

數的第一位數字也會符合班佛法則。

（2n 的首位數字）將數列 〈2n〉 的前一千項

列出，統計這一千個數字之首位數，你將發現

它們的分布完全符合班佛法則的比例。不止一

千項，列出一萬項或更多項，也都會符合班佛

法則。

（費氏數列的首位數字）費氏數列 〈 fn〉 定

義為

f1 = f2 = 1, fn + 2 = fn + 1 + fn n 1 .

數學家猜測費氏數列〈fn〉的首位數字符合班

佛法則。

（質數的首位數字）將質數依小到大排列 2, 3,

5, 7, 11,…。數學家猜測它們的首位數字會符

合班佛法則，但尚未被證實。

班佛發現的首位數字分布現象不僅與人類選

取數字的心理相關，也與自然界的多種分布一

致。與班佛法則一樣出名的另一個法則是齊普夫

法則，它是美國社會學家齊普夫發現的：齊普夫

的學生很有耐心地去計算《哈姆雷特》這本書中

所出現的字，並且依照它們的出現頻率做降冪排

列。頻率最高的字是「the」，共出現 1087次，

緊跟在後面的則是「and」這個字。齊普夫發

現，它們的分布狀況遵行了一個數學的金科玉

律。當一個人寫書時，將整本書所出現的字，依

照它們出現頻率做降冪排列，出現頻率第 n高的

字出現次數與出現頻率最高的字出現次數的比

值，可以用數學公式

c
nk
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來表示，這裡的常數 c, k與作者寫這本書時的心

理素質相關。

齊普夫法則不僅寫書適用，也適用在許許多

多的日常生活中，網頁瀏覽人數統計分布就是一

個例子。如果將某特別類別的網頁每日瀏覽人

數，依多到少做統計，那麼第 n高的網頁每日瀏

覽人數與最高的網頁每日瀏覽人數的比值，也會

符合齊普夫法則。

【例題 1】

1000 5 10

40 10

c, k

【解】由齊普夫法則得到

c
5k =

40
1000 ;

c
10k =

10
1000 .

將兩式相除得到

2k = 4 k = 2 .

將 k = 2代入第一式得

c
52 =

40
1000 c = 1 .

故齊普夫常數 c = 1， k = 2.

練習 3

n

f n log10n x log10 f n

y x , y

練習 4

m

c
mk ,

k, c

14400

k = 0.5

c

20%

4利用夢境擲骰子……夢的奧秘

在丹增嘉措活佛所著的書《探索夢的奧秘》

中，提到愛迪生如何利用夢境的故事：「我們剛

睡醒的時候，夢境的回憶猶歷歷在目，這時尚未

完全醒過來，稱為半睡半醒狀態。有人認為半睡

半醒狀態是一種天才狀態，有很深刻的創造力，

就像大發明家愛迪生發明電燈泡的創造力一樣。

愛迪生很看重這種半睡半醒狀態，每次在潛心研

究發明時，會運用自己的技巧，進入半睡半醒狀

態。他會端坐在椅上，利用放鬆與冥想技巧進入

寤寐之間的潛意識狀態。愛迪生手握兩個鐵球，

手心向下，然後舒服坐在椅子上，手肘靠近扶

手，雙手下方的地面上放有鐵盤。當愛迪生入睡

時，手就放鬆而自然張開，鐵球就自然掉落，碰

擊鐵盤而發出聲響，吵醒自己，然後一再重複這

個動作。」事實上，在夢學領域從事研究的學者

指出：「夢境約有百分之七十的內容是象徵和隱

喻組成，百分之十五是實際記憶，最後的百分之

十五是變形和偽裝。」

【例題 2】

【解】令盜墓者盜 n個墓時，會有過半的機會，

盜得陪葬品。也就是說，盜 n個墓時，都是空墓

的機率少於一半，即

0.9n < 0.5 .

將兩邊取對數得到

n log109 – 1 < – log102 .

利用 log109 = 2log103 = 2 0.4771 = 0.9542,
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log102 = 0.3010得到

0.0458n > 0.301 n > 6.572.

故盜墓者至少應該盜 7個墓，才有過半的機會，

能盜得陪葬品。

5 利用累積的經驗擲骰子……

比賽制度的選擇

運動競賽或棋藝比賽常採取多場的比賽制

度，如三戰兩勝，五戰三勝或者是七戰四勝等。

運動選手或下棋者應該參加或採用哪個比賽制

度，對自己最有利呢？讓我們計算看看！

【例題 3】

p 12 < p < 1

【解】設在三戰兩勝及五戰三勝中，贏得比賽的

機率分別為 P3 與 P5 。經由計算得到

P3 = p2 + C23 – 1 p2 1 – p = p2 + 2p2 1 – p ;

P5 = p3 + C34 – C33 p3 1 – p + C35 – C34 p3 1 – p 2

= p3 + 3p3 1 – p + 6p3 1 – p 2 .

因為
1
2 < p < 1，所以 – 1 < 1 – 2p < 0及

P3 – P5 = p2 + 2p2 1 – p – p3 + 3p3 1 – p + 6p3 1 – p 2

= 3p2 1 – p 2 1 – 2p < 0.

故選五戰三勝贏得比賽的機率較高。 ■
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約莫三年前幫龍騰編輯數學新天地，開始只

是講好寫問題集，當顧問，進而作主編，最後作

了九五數學暫綱的主持人，有一點出乎意料之

外。如今離新課本的使用已不遠，教科書的編寫

也進入第四冊，希望借助這篇短文讓中學老師提

早了解即將出爐的龍騰數學課本之特色。

數學是科學之母，也是一種開放，公開的學

問，所以每位老師都可以用自己的一套來詮釋這

共同的學問。也因為如此，數學老師是最勤於編

輯自己講義的人。也可以說，每位老師心中的數

學課本，才是真正最適合他本身教學使用的教科

書。至於出版社出版，經編譯館審查通過的教科

書，大概只能角逐老師心目中第二順位的課本

吧。

儘管如此，我們還是盡所有可能的編輯一套

適合大多數老師教學、學生使用的課本。這套即

將出爐的課本，已盡可能改進現行各家版本的缺

失，讓老師容易掌握教學，學生有興趣閱讀的方

式來編寫。底下是本教科書的一些特色：

1華山處士如容見，不覓仙方覓睡方

台灣這幾年吹起哈韓風，美容熱，每個人都

想當現代的楊貴妃。皮膚診所的主要治療項目不

是幫病人根治香港腳，而是幫客人進行皮膚美

容。如果你逛街看到「華山處士如容見，不覓仙

方覓睡方」這樣的招牌，那肯定不是文人墨客的

住所，而是一間很想淘空妳荷包的美容診所。陸

游早在九百年前就領悟了「如果住在華山的道士

們願意接見我的話，肯定不會探詢如何成仙的方

法，只想請教他們如何睡得安穩的方式」這樣的

道理。事實上，擁有良好的睡眠品質才是養顏美

容、延緩衰老的捷徑，而坊間的美容診所，在我

看來，有點近似數學補習班，看似速成，不繞遠

路，其實是帶你走了許多冤枉路。龍騰新版教科

書本著踏實穩健的方法，讓多數的學生可以接受

「數光」的普照。

新版教科書花很多時間在每節的引言編寫

上，雖然對多數老師來說，這部分可能很快的教

過去，但是引言常有扮演畫龍點睛的效果。好的

引言或舉例，可以快速的導引學生進入本節的重

點，也可以省掉老師許多口舌。所以我們盡可能

以貼切、不難的實際例子當開始，讓老師可以作

比較多的發揮，學生能夠快速的了解本節要傳授

的數學意義。接下來的例子安排，以深入淺出的

方式呈現，在數據上力求簡捷好算，題意清晰易

懂。最後一個例子以應用問題為原則，加深學生

對本節的印象，帶出數學的應用意涵。

在習題的安排上，基礎題是例題與隨堂練習

的延伸，在檢測學生是否懂了課本的例題為原

則，其中的第一題或最後一題是所謂的概念題，

目的在驗收學生對本節重要觀念的了解程度。在

進階題部分，以不超過四題為原則，著重訓練學

生綜合解題能力，難度以適中為原則。將題目切

割清楚，習題儘可能配合教過的例題，避免老師

還需重教一遍習題為原則，這是本書在題目取捨

上的梗概。總之，讓使用課本的老師睡得安穩，

95學年度龍騰版數學教科書的特色
◎許志農／國立台灣師範大學數學系
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▲

學生作夢都會笑，以當現代阿基米德為樂，是我

們要達到的目標。

同時為了讓學生對未來的學測或聯考熟悉，

在每章的章末安排十道總習題，內容分成概念

題、程序題與解題三大類型。這三大類型是大考

中心的衡量標準，概念題以測驗學生基本觀念為

準，程序題則檢驗學生套用公式與定理的能力，

解題則是綜合檢驗數學能力。在課文例題，節末

習題或章末總習題，安排選擇式的概念題應該也

是本書的一種創新及突破。

2 教授的私房菜……主持人的

錦囊妙計

雖然在大學服務，但由於對中學數學教育的

熱誠，過去十二年來，每當在書中偶遇或腦中乍

現有趣且適合中學的好例子，都會記錄在我的電

腦裡，我把它們稱為教授的私房菜。在本教科書

裡，會見到一些我收藏的私房菜，在此舉四個例

子：

其一，有一道基本例題是利用六邊形磁磚來

檢測學生對等差數列這觀念的反應（如圖 1）：

求第 n個圖的白色正六邊形個數。

第 1個 第 2個 第 3個

圖 1

其二，餘弦定理是中學幾何學習上很重要的

一個定理，為了讓學生易學，易記，我們利用一

道手指的應用問題來反應這個定理（如圖 2）：

當虎口張開的角度 = 60°時，求長度 AB的值。

▲

▲

圖 2

其三，二次函數的最大與最小值問題原本是

國中生就該熟悉的課題，隨著九年一貫的數學課

程簡化，國中生對二次函數的圖形與應用卻變得

有點陌生。為了設計一題最大與最小值的應用問

題，我們參考了遺傳學之父孟德爾的豌豆園，當

初在修道院的後院牆邊所蓋的矩形碗豆園成為二

次函數應用問題的來源：孟德爾想在修道院的後

院牆邊，用圍籬圍出一塊矩形碗豆園（如圖 3，

只須圍三邊，第四邊是牆壁），若圍籬的長度有

48公尺，則要如何才能圍出最大面積？

圖 3

其四，和差與積的互化公式是學生很頭大的

問題，而且都在做些抽象的化簡工作，我們特地

設計了一道有趣（不難）的應用問題：某校為了

舉辦科展，將一長竹子鋸成兩段，分別豎立在會

場門口，且在兩段竹子頂端與地上一點，架設一

個邊長為 10 公尺的正三角形看板（如圖 4 所

示）。已知 cos26° = 0.9，求原竹子長。
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▲圖 4

除了這四個例子外，還有許多數字設計精

美，情境生動有趣的私房菜，等著各位老師及學

生來品嚐。透過生動有趣的數學題目，讓數學學

習有如寓數學於娛樂之中一樣。

3 捏泥成壺的巧手……華倫博士的

客串演出

尼采在《拜火教教主如是說》這本書裡，有

一段耐人咀嚼的哲學思考：「當你見到猿猴笨拙

的行為時，你該覺得好笑還是自卑呢？到底是取

笑猿猴的不靈活，笨手笨腳的行為，還是對笨拙

的猿猴可以演化出人類，而我們似乎很難比牠們

進步得更多感到自卑呢？」人們之所以異於動

物，主要是具有靈巧的雙手與聰明的大腦。

在教科書的每章章首，李華倫教授善用他那

捏泥成壺的巧手幫我們設計了立體，又能深入反

應該章數學主題的圖形。圖形是由數學主體與一

個數學地板堆砌而成，例如為了反應第二章「數

列與級數」的主題……數學歸納法，我們以骨牌

為主題，地板則以一道無字證明來呈現（如圖

5）：

▲圖 5

老師與學生除了發揮智力學習數學課程外，

不妨抽空欣賞一下巧手與智力結合的傑作，也可

以讓你對本冊的數學知識歷久彌新，餘音繞樑整

學期仍不停止。

4 女人撐起半邊天……琬青老師的

美術要求

兩年前我到關西國中演講，在那兒碰到很會

玩棒球的學弟，跟他聊天之後才知道，他們學校

有六位數學老師，他是唯一的男性。而且聽說，

期末老師聚會時，八、九桌裡，大概男性只能勉

強占有一桌。真沒想到，國中的老師分布這樣不

平均，高中雖然好些，但也有女生過半的趨勢。

可是，現行的高中數學課本作者裡，卻沒有女老

師參與，有感於這樣的不平衡，本套課本的作者

裡，邀請了北一女的許琬青老師參與，突破長期

以來對女性的不尊重。第一冊第一章第四節，複

數與複數平面，在高斯這位數學家的介紹上，我

們採用郵票的圖像，同時也選取了一張有關複數

平面的郵票當圖形。第一章的首頁圖也是以談論

數系的郵票當背景呈現。有了女老師的參與，可

以讓文字敘述柔和，圖形色彩豐富，從這一章就

可以窺見一二。
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除了北一女許琬青老師，李華倫教授外，本

書的作者還有桃園高中陳清風，彰化高中謝銘

峰，建國中學曾政清，同時，彰師大數學系黃森

山教授也幫本套書籍作了總審定。另外，在第

四、五冊統計部分，也邀請了淡江大學的鄭惟厚

教授當指導。除了這些教師外，每當編寫工作進

行到較有爭議的主題時，我們都會藉著演講或上

課的場合探詢處在第一線的老師們之意見，將這

些意見融入課本中。

5 結語……夢裡不知身是客，

一晌貪歡又何妨

教科書開放是我國教育的一大變革，儘管很

多人認為台灣太小，沒必要開放教科書，但是，

在政府還沒改變政策之前，如何協助民間出版社

發行對後代子孫有益的數學課本，是每位從事教

育工作者必須思考的問題。同時如何慎選數學課

本，不要造成劣幣逐良幣現象（例如：教科書講

義化，困難題目的統合……等），也是每位第一

線的中學教師必須要有的教育良知。九五暫綱在

一些方面定得很不合理，例如：將遞迴數列移至

排列組合那章，而且要求教授的內容太深；統計

部分太重，高三只有三小時，但須教授的內容卻

超多；微積分只教授多項式的微積分，但卻需教

一學期……，這些都是編寫教科書時的一大難題

及挑戰。為了克服這些問題，在過去兩年多的時

間裡，本人花了極大的時間閱讀各種數學書籍，

到處演講，聽取中學老師的教學意見，相信這樣

充分的準備，可以化解暫綱的不合理處，並編出

一套適合多數學生使用的教科書。

數學是一門手腦並重的科學，光靠頭腦作邏

輯演繹的思考是不夠的，還需親自動手去計算與

操作，這樣的了解才會深刻。本書就是以這樣為

主軸，不僅重視數學式子的簡潔，還儘量讓數學

的段落與中文斷句一致，幫助學生快速理解。此

外，又特別重視書裡的插圖，無論是章首的圖

形，引言的插圖或例題的引導圖，都儘可能的達

到信（與數學意涵配合）、雅（樸素美觀）、達

（切合題意）的境界。音樂也是一門手與腦並用

的科目，但是大多數的人只能照譜彈琴，無法享

受創作的樂趣，唯獨數學可以達到這種境界。每

題數學題目，每位老師與學生都可以有他自創一

格的思維與解法。編出一套學生容易模仿，老師

輕鬆上手，又不抹殺學生創造力的數學課本，是

我們秉持的目標。

本文只是新版教科書的一點點介紹，除了上

述的構想外，還有許多針對過去各版本為人所詬

病的內容之改進與課程加強，更詳細的部分可以

參考即將出版的正式書籍。教科書如同達爾文的

進化論一樣，它依循著不斷的演化與進步的腳步

前進，希望各位中學教師在詳閱課本之餘，能提

供意見，讓我們有更大改進的空間。 ■
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我的口袋裡裝著一顆圍棋棋子，它的顏色可

能是黑色或白色；如果我還告訴你它的顏色不是

黑色，你能肯定它是什麼顏色嗎？

當然可以。既然只有黑白兩種可能，而黑色

的可能性又被排除了，白色已是唯一的可能。

這是我們俗稱的「消去法」；將不可能的情

形排除後如果只剩下一種可能，那麼這種可能已

經不僅是「可能」而是「必然」。這個道理雖然

淺顯，在許多數學證明中卻能派上用場。本文將

介紹的遊戲就是一個例子。

遊戲規則

以下介紹一個由兩個人玩的遊戲。一開始在

A 與 B 兩人面前有一個棋盤狀的長方形區域，其

上由許多直線與橫線劃分出許多小方格；例如下

圖是一個5 9的長方形，其中包含了45個小格：

就像下棋一樣，這個遊戲是由A與B雙方輪

流玩。我們假設每場遊戲都是由 A先玩，即由 A

先選擇棋盤上的任一小格；選好之後，被選到的

小格以及所有位於此小格右方及上方（包括右上

方）的其他小格將一起「消失」。舉個例子，如

果A選擇的是下圖中標示著A的格子，那麼圖中

所有以陰影顯示的格子將一起消失：

接下來輪到B玩。他可以由剩下來的小格中

任意選擇一個格子；同樣地，被選到的小格以及

所有位於此小格右方及上方的其他小格將一起消

失。延續上面的例子，假設B選擇了下圖中標示

著B的格子，那麼圖中所有以陰影顯示的格子將

一起消失：

接著又輪回到 A。延續上面的例子，如果 A

選擇了下圖中標示著A的格子，圖中所有以陰影

顯示的格子將一起消失：

玩了以上三步後，原來的長方形區域變成了

◎許介彥／大葉大學電信工程學系

唯一的可能
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如下的形狀：

這個遊戲以拿到原來的長方形左下角小格

（上圖打叉處）的人為輸家，因此遊戲進行過程

中， A與B兩人都會儘量避免拿到左下角小格，

也都會希望能迫使對方拿到左下角小格。

讀者不難看出隨著遊戲的進行，小格的個數

將愈來愈少，因此經過若干步驟後遊戲一定會結

束，而且A與B兩人中必有一方獲勝，不可能會

有和局的情形。

正方形棋盤

請考慮以下問題：如果一開始的長方形區域

是一個 n n正方形（n > 1）， A與 B兩人中是

否有人一定能獲勝？

答案是肯定的；先玩的人（也就是 A ）一定

能獲勝。 A 獲勝的策略是將第一步選擇在長方形

左下角小格的右上方（下圖中標示著 A 之處），

如此一來圖中所有以陰影顯示的格子將一起消失，

B所面臨的圖形是一個兩條邊等長的 L形區域：

不管B接下來將陸續做出什麼選擇，A只需

「模仿」B的選擇即可；如果B從 L形區域的某

一條邊上拿走了某些格子，A跟著就從 L形區域

的另一條邊上拿走相同數目的格子，如此一來每

次A拿完後所剩下的圖形都能維持為一個兩條邊

等長的 L形區域（以格子的個數而言，A都能使

每次拿完後剩下的格子數為奇數）。

讀者不難想像，由於 L形區域的兩條邊愈來

愈短，B終將面對只剩下一個小格（即原來長方

形的左下角小格）的情形，因此 A必能獲勝。

瘦長的棋盤

如果一開始的長方形區域大小為 2 n

（n > 1），A和B兩人中有沒有人一定能獲勝？

答案同樣是先玩的人（也就是 A ）必能獲

勝。此時的長方形區域是由上下兩列組成，A獲

勝的策略是將第一步選擇在位於上列最右邊的小

格（下圖中標示著A之處），使得B所面臨的圖

形是一個下列比上列多一格的圖形：

接下來不管B陸續做出什麼選擇，A都一定

能夠讓每次B所面臨的圖形是一個下列比上列多

一格的圖形；也就是每當B選擇了位於上列的某

個格子，A跟著就選擇位於該格右下方的格子；

而每當B選擇了位於下列的某個格子，A跟著就

選擇位於該格左上方的格子，如下圖所示：

隨著遊戲的進行，剩下的格子數將愈來愈

少，讀者不難預測B終將面臨上列已全被拿走而

下列只剩一格（即原來長方形的左下角小格）的

情形；因此只要A在玩的過程中不犯錯，B註定

會輸。
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無限長的棋盤

發揮一下想像力，假設棋盤是一個大小為

2 的長方形區域（如下圖），此時 A和 B兩

人中有沒有人一定能獲勝？

以下我們說明：後玩的人（也就是B）一定

能獲勝。B的做法如下：如果A的第一步選擇了

位於上列的某個格子，B接著就選擇位於該格右

下方的格子；而如果A的第一步選擇了位於下列

的某個格子，B接著就選擇位於該格左上方的格

子，如下圖所示：

這樣一來，不論A的第一步（及之後）的選

擇是什麼，B都一定能讓A每次所面對的圖形是

一個下列比上列多一格的圖形；與剛才看過的

2 n的情形比起來現在剛好情勢逆轉，反而是A

被B亦步亦趨地「咬」住了，因此A註定會輸。

具一般性的情形

現在進入本文的正題：如果一開始的長方形

區域大小為 m n（ m與 n為大於 1的任意正整

數）， A與 B兩人中有沒有人一定能獲勝？

我們前面看過的 n n和 2 n的情形都是由

A獲勝，我們也都實際說明了 A如何取勝。對較

具一般性的 m n情形，我們以下仍將說明 A必

能獲勝，不過此時要找到一個可讓A必勝的策略

並不容易；我們也並不打算這麼做。

我們將說明： 這個遊戲一定存在著可讓 A

必贏的策略或可讓B必贏的策略。 不可能有可

讓B必贏的策略存在。如果以上兩點都成立，由

本文一開始所提到的消去法，我們即知一定有可

讓A必贏的策略存在（至於是什麼樣的策略則是

另一回事）。

我們先說明第一點：這個遊戲一定有可讓 A

必贏或可讓B必贏的策略存在（也就是說這個遊

戲在本質上是不公平的；A與B兩人中其實有人

一定能贏，只要他知道方法的話）。

採歸謬證法；我們先假設這個遊戲沒有可讓

A必贏或可讓 B必贏的策略存在。遊戲一開始，

當A要選擇第一個格子時，由於沒有可讓A必贏

或可讓B必贏的策略存在，因此當時棋盤上必定

有某些格子對A而言是選了之後將「輸贏難料」

的格子。如果A的第一步選了這些格子之一，接

下來B所面對的棋盤上一定也有某些格子對B而

言是選了之後將「輸贏難料」的格子（否則剛才

A的第一步所選擇的格子對 A而言就不會輸贏難

料）。依此類推，如果B的第一步選了這些格子

之一，接下來A所面對的棋盤上一定也有某些格

子對A而言是選了之後將輸贏難料的格子；如果

A選了這些格子之一，接下來 B所面對的棋盤上

一定也有某些格子對B而言是選了之後將輸贏難

料的格子……，這個遊戲因此將無止盡地進行下

去，但這是不可能的，因為一開始的格子數有

限，這個遊戲經過A與B輪流走了若干步之後一

定會將格子拿光，遊戲終將結束；因此一開始的

假設是錯的。我們至此可以肯定這個遊戲一定有

可讓 A必贏或可讓 B必贏的策略存在。

接著說明第二點：不可能有可讓B必贏的策

略存在。考慮A的第一步選擇了位於整個長方形

右上角小格的情形：
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讀者不難看出接下來不管B的第一步選擇哪

裡，原來的長方形在經過A的第一步與B的第一

步之後剩下的圖形（如圖 1）其實會與一開始 A

的第一步就選擇上述B所選擇的位置所剩下的圖

形相同（如圖 2）：

如果這個遊戲真的有能讓 B 必贏的策略存

在，那麼上面的圖 1 對 B 而言是一個必能獲勝

（可令對手必輸）的圖形，但是這也意謂著圖 2

對A而言是一個必能獲勝的圖形；如果B真的能

在圖 1取得必勝的優勢，那麼A儘可在第一步圖

2就取得這樣的優勢，因此本遊戲不可能有能讓

B必贏的策略存在。

既然上述兩點都成立，我們已經證明了這個

遊戲一定有可讓A必贏的策略存在。此證明屬於

nonconstructive proof，因為我們並沒有明確地指

出是什麼樣的策略可讓 A必贏。

結語

本文所介紹的遊戲通常稱為Chomp。文中棋

盤為 2 時後玩者必能獲勝的結論可能會令某

些讀者訝異，因為 2 n 與 2 的棋盤在感覺

上相當類似，都是由上下兩列組成，只是行數一

個是常數（可以是非常大的數），而另一個則是

無窮大；這麼一個「小小」的差異竟讓這兩個問

題有了完全相反的結論。

文中在棋盤大小為 m n時，我們說明不可

能有可讓B必贏的策略存在所用的邏輯推演方式

在術語上通常稱為Strategy-Stealing，它的進行方

式是先假設有可讓 B （後玩者）必贏的策略存

在，然後讓A走一個「無關緊要」的第一步，接

下來的遊戲進行順序是 B→ A→ B→ A…，就

像是A與B互換了角色， B變成了先玩者一樣，

因此如果有能讓後玩者必贏的策略存在，那麼 A

應該就能用相同的策略來打敗B（即A可偷取原

本 B用來勝 A的策略來勝 B），而這與 B可獲

勝的假設矛盾，由此得知不可能有可讓後玩者必

贏的策略存在。

除了本文的遊戲外，還有許多著名的數學遊

戲（如Hex, Tic-Tac-Toe,Gomoku等）也都可以利

用上述方式來證明不可能有可讓後玩者必贏的策

略存在，不過這並非適用於所有的棋類遊戲；有

些遊戲甚至其實對後玩者較有利，亦即在棋類遊

戲中儘管先發常能制人，但後發者未必制於人。

文章到了尾聲，該輪到您來動動腦筋了。請

試試為下面的 3 5棋盤（圖 3）找出一個可讓先

玩者必贏的策略：

▲圖 3
■

參考資料

[1]許介彥（2005），先發不制人，暨大電子雜誌，第

30期。

[2] E. R. Berlekamp, J. H. Conway, and R. K. Guy, Win-

ning Ways For Your Mathematical Plays, Volume 1,

2nd edition, A K Peters, 2000.

▲圖 1 ▲圖 2
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何謂「學習前導架構」

睡美人對仙女說：

「我怎能嫁予王子，除非我是一位公主？」

我認為睡美人心中真正想表達的是：「公主才嫁

王子，我不是公主，所以不會嫁給王子。」這樣

的說法是：

正確 錯誤 我不知道

□ □ □

（理由： ）

進入高中，數學學習中要使用不少的基礎邏

輯概念，如果在接觸高一課程前，老師為新生設

計一份用在開學第一堂課的第一冊學前評量問

卷，讓學生在回答一個個生活題的同時，看看自

己擁有的邏輯概念正確性多高，促使老師掌控學

生舊有基礎，明瞭如何在學生已有知識和將學內

容間搭橋樑，教師的數學教學是否較易推展，學

生的數學學習成效是否能有效提升？

這就是我在思考的數學教學改革的開端，後

來由此發展出一套結合「假期自學教材」和「每

冊學前評量問卷」的教學實施做法。因為這一切

都在學生正式上數學課前進行的，所以我稱它為

「學習前導架構」。

大學畢業至今，除了剛開始被分發在北市國

中任教四年之外，個人已在這所公立女子高中教

數學長達十四年。92學年度時我再度教授兩班高

一數理資優班，並接受某大學委託，輔導一位數

學科的實習教師。前一回教數理資優班的經驗，

讓我從學生身上學到很多，這個教學相長的過程

引發了自身數學教學的重整。另外因著班級教學

實施時有實習教師從旁觀摩，我們不但進行課程

設計之意見交流，並於課後檢討上課狀況；實習

教師不只是接收輔導老師的看法，也經常提出自

己的意見、給予建議，促使個人更加仔細地檢視

自己的課堂教學。

大部分的教師都是一直在轉變的，小轉變是

發生在教室組織或課程上，至於提升後的二階轉

變 (Second-Order Change)則含不同的思考、教學

和學習方式。我本身一直覺得數學若能讓人覺得

易於親近，大家有機會了解「真正的數學到底是

什麼？」數學就不再會是一般人口中那個花很多

力氣卻不知道為何要學的科目。個人相信，「若

能在一開頭塑造數學的學習環境上用心，應該可

以激勵學生用正面而且積極的態度與眼光來看數

學」。但是，學生應在什麼起始環境下接觸數學

概念？在思考這個問題的答案時，個人期望教學

知能的成長及教學信念、態度的轉換，能兼顧

「數學的易學」和「學生的樂學」。

要落實以上的想法，第一步想在教學活動中

同時呈現數學的易學及促成學生的樂學。我本身

並非一個初任老師，教學改變的原因不是現實與

理想的衝突，而是「關懷學生」，希望數學對學

生能產生提升智力水平的作用。對學生有意義的

數學必須是易學的，因為「理解的本身就是喜悅

◎許秀聰／北一女中

學理構念的再脈絡化：學習前導架構
你的一生並沒有浪費，你需要時間來學習剛才學會的東西。

王石珍譯《為自己出征》
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與滿足的泉源」（Skemp, 1989；請見許國輝譯，

1995, p.183），也就會兼顧樂學，而且「曾經由

理解而獲得滿足感的學習者，都願意再付出努力

以求取得另一次滿足」(ibid, p.43)。

根據許多數學教師的研究（例如 Thompson,

1992），個人相信教師在數學方面的信念及對數

學的了解是影響教學實施的潛藏重要成分。然

而，除了從教師教學知識和信念的角度來重新思

考自己的教學之外，從學生學習的角度來重新看

待數學教學，或許能有更大的啟示。教學活動是

為了學生的學習而設立的。就如Skemp所說，學

習猶似開拓邊陲地帶的活動，邊陲地帶雖然不是

我們能力範圍以內的領域，但是，學習就在這個

地帶發生。教師所需做的，並不是代替學生學

習，因為，我們無法取代學習者腦海內第二系統

(delta 2) 的工作；反而要與學習者合作，藉提供

良好的學習情境和材料，盡力幫助學習者自己學

習。由於學習是要將我們不能充分勝任的新開闢

地域劃入版圖內，所以 Skemp 提醒數學教師注

意，有時應讓學習者重回安全的已知地帶，而且

在繼續開發新領域前，要提供機會（包括時間和

學習材料）讓其鞏固一個已開發的新領域。這需

要一個連結既有基模與新知識的機制，例如奧蘇

貝爾 (Ausubel) 的「定錨(Anchoring)」概念（施

良方，1996, p.243）：

學生首先應該學習最一般的、包攝性最廣的觀

念，然後根據具體細節對它們逐漸加以分化。教

師有意識地用這種方式來安排教學內容的話，就

能使學生的學習達到最佳水平。換言之，當學生

認知結構中已有的、包攝性較廣的、與新知識特

別有關的概念能被用來作為理想的固定點時，學

習和保持新知識就最為有效。

這個教學原則的配套做法是，前導架構或先

行組織者(Advance Organizer) 的概念 (ibid, p.

245-246)：

促進學習和防止干擾的最有效策略，是利用適當

相關的和包攝性較廣的、最清晰和最穩定的引導

性材料，這種引導性材料就是所謂的組織者。由

於這些組織者通常是在呈現教學內容本身之前介

紹的，目的在於用它們來幫助確立意義學習的心

像，因此又被稱為先行組織者。奧蘇貝爾認為，

先行組織者有助於學生認識到：只有把新的學習

內容的要素與已有認知結構中特別相關的部分聯

繫起來，才能有意義地習得新的內容。

從Skemp的見解個人得到的啟示是：教學對

學習者的幫助在創造一個有益的學習環境，而且

個人的學習無法由他人取代。這表明了，一位關

心學生實際學習是如何發生的數學教師，應創造

一個學生主動學習、盡情大膽思考的學習環境。

配套的措施是在課前設想合適發展數學概念的情

境和材料，在課堂中帶領討論，引導並提升數學

探究的過程。奧蘇貝爾的主張則引領關心學生認

知過程的教學者，了解實際對學生有幫助的教學

活動，應依循一般整體架構到分化的程序，並以

內容前的引導材料促進有意義的學習。

上述的學理構念和我本身的意圖教學構想能

否改善課堂教學，而重新構築個人既有的數學教

學概念？關鍵應在於教學實踐。在Ensor(2001)的

研究中，初任教師將數學教學方法課程再脈絡化

(Recontextualizing)，以應用於學校教學。「再脈

絡化」的概念來自 Bernstein (1977, 1990)和 Dow-

ling (1996)，指的是「當人們身處不同社會脈絡

下，需適應轉變，將之前對論述內容的體會及實

現重新具體化」(Ensor, 2001, p.297)。在這次的教

學試驗中，個人要將學理構念在自身教學場域再

脈絡化，須做到融合不同的學理構念和調整教學

的實施。因此，我從對 Skemp和Ausubel兩人主

張的理解出發，再針對本校資優班學生學習的探

究取向，架構此次教學行動研究的教師及學生課

堂活動脈絡。
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教學研究的設計

本研究設計的理念是設計研究 (Design Re-

search) 或稱發展研究 (Development Research)

(Freudenthal, 1973, 1991)，研究的三個核心構念

是：預想學習進程、融入情境脈絡和重新創始數

學。根據以上所述的三個核心，本研究共分成研

究的開展、研究的過渡及研究的修正等三階段動

態循環的發展歷程。第一階段（92 年 7 月到 93

年 1月），初步設定教師扮演學習的促進者，想

以學習前導架構幫助學生從舊有的基模出發，經

驗兼顧認知、情意和動機面的學習素材。當學生

在第一階段已經初步經驗和習慣使用前導架構

後，下一階段的研究設計主要在於延續和加強學

生這種數學學習的精神。

個人設計在寒假期間進行第二階段（93年 1

月到 2月）的研究。希望藉此，繼續探索和深化

自學素材的成效，且學生的觀點應該比較能在此

階段顯露。這階段因為沒有實施正式的課堂教

學，所以，設定教師角色為學習情境的布置者。

這個過渡階段的研究設計加入預備教學的作用，

也在假期結束時施行假期作業考，以檢視自學成

效；另一點是，嘗試透過電腦應用軟體來輔助學

習，提高學生的自學效果。

第三階段研究（93年 2月到 93年 7月）的

重點在修正計畫，這階段學生學習的內容較為抽

象，故須使用不少符號表徵，並須加強學生一般

化數學內容的能力，故教師角色定位在學習的檢

核者。個人的策略是經由教師目標導向的教學設

計與活動，鼓勵學生進行反思並轉化現有的基

模，以幫助理解（如圖一）。

教學試驗的結果

底下我想舉出相關實徵資料，幫助數學教育

研究者及其他中學數學教師了解學習前導架構對

學生的幫助。

第一階段的自學素材，是想發展學生自己的

興趣與能力，故而將整個第一冊的數學內容用多

面向的方式呈現。內容除了練習題目之外，又加

入概念性的故事、操作性的工作、數學家小傳、

▲圖一 「學習前導架構」進展流程
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科普書欣賞等，希望學生能在比正式課堂教學自

由、輕鬆的氣氛下，展開一學期的數學學習。第

一冊學前評量問卷的內容包括邏輯、函數、無窮

數列和多項式的代入，挑選重要或學生容易產生

衝突的概念，設計一些概念判斷的題目，希望她

們能「預覽」學習的數學主題，進而找出自己的

先備知識或迷失概念(Misconception)。問卷的架

構如下：

a.單選題：包括真實事件中的關係 4題，數與式

的次序關係 5題，平面圖形的關係 3題，數式

與圖形聯結關係 3題，此部分共 15題。

b.問答題：包括虛數比大小、無窮循環小數、無

窮級數求和、多項式代入各一題，此部分共 4

大題。

其中問答第 2題

0.3 = 0.3333…，則 0.3 > 1
3，0.3 =

1
3，0.3 <

1
3，哪一個會成立？或都不成立？

0.9 = 0.9999…，則 0.9 > 1， 0.9 = 1，0.9 < 1，

哪一個會成立？或都不成立？

曾造成不少學生的認知衝突，她們往往在承

認 0.3 = 1
3 之下，卻又直觀地否定 0.9 = 1。即

使，當她們發現 0.3 3會等於 0.9時，情況卻仍

未有顯著地改善。

當我回收學生的訂正時，學生 104在她的筆

記本上寫道：

我想到從前看過的課外書上，有一段內容在講 0.9

=1，記得它是這樣寫的， 17 +
6
7 =0.142857142857

…+0.857142857142…，即 1=0.999999999999…。

這樣我能接納 0.9 = 1的事實了！

由於這樣的知識重構，似乎主動地化解了這

位學生的迷思概念；在 2- 2有理數與實數這個單

元教學時，個人再請這位學生向全班分享她使用

分數化成循環小數來理解 0.9 = 1的看法。實習老

師也在下課跟我討論見習心得時，特別提到這一

段。他說「2-2 這節我對
1
7 +

6
7 = 1 用來解釋

0.9999999… = 1這部分很感興趣……，它能幫助

學生信服我們將在第三章解釋的循環小數

0.9999999…是真的等於 1」。個人就再進一步請

他想一想，這個內容本來是由學生在學前評量卷

的訂正筆記上提出的，而個人卻放在此處請她分

享，那麼她為什麼會去想起這段內容呢？實習老

師和我都認為這位學生的回顧，源頭應該是學前

評量問卷。而個人這樣的教學設計和師生課堂互

動過程，也同時是想讓實習老師明瞭，教學的功

力可由各章節的概念介紹，提升到融合學生數學

思考和教學設計的模式。因此，運用學前評量問

卷的結果和訂正，應可讓課室中師生協商的時間

點，提前到實施課堂教學之前。

這回的教學試驗以建立「學生學習前導架

構」為重心，從參酌Skemp的「學習地帶」理論

及奧蘇貝爾的「先行組織者」概念出發，將學理

依研究者的教學特質及教學場域再脈絡化，構思

出可以在課堂教學實際採用的教師活動，並進而

影響學生活動，達成學生自主理解數學的研究目

標，學習前導架構對學生的學習提供鷹架功用。

個人希望整合學與教的軌道，儘量做到「以學生

為中心思考概念理解取向的數學教學」和「以數

學的樂學和易學性思考可能的教學活動」兩點，

也為了達成這個教學目標而深化了個人的教師功

力。

個人如何看出來這些學生態度的轉變呢？在

課堂上解數學問題時，並不像一般傳統教室中的

學生，只認定教師和教科書為數學知識的源頭，

她們總想著自己才是學習責任的真正負擔者，相

信每位學生以自己的直觀方式依情境、脈絡學數

學才是比較合適的學習方式。如同 Simon(1994,

p.71)所說的，「師生在課堂從事的工作與數學家
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是可以平行類比的，兩者都在找概念的源頭、重

新創始數學和明瞭應用價值」。在這種活動流程

下，學生和數學之間搭起了「值得探究，終有所

獲」的關係。 ■
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前言

在空間中的平面與直線的章節中，我們經常

使用「平面族定理」來解題，這個定理在現行課

程大綱的安排上並未納入。因此，許多人對它只

是知其然，而不知其所以然。事實上，透過向量

觀點的切入，可以為我們提供理解的途徑。本文

的目的，就是由此出發，想把它說個清楚。最

後，也提供一些可用「平面族定理」處理的例

子。

「平面族定理」的由來

在空間中的平面與直線的章節裡，常會遇到

這樣的問題：

求過二平面 2x + y – 4 = 0 與 y + 2z = 0 的交線，

且過點 Q 2 , – 1 , – 1 的平面方程式。

如何解決這類問題呢？基本上有二種處理方式：

先找到兩個平面交線的方向向量及交線上的一

點坐標，就回歸到「求包含已知一線及線外一

點的平面方程式」的問題類型。

解法如下：

∵兩平面交線 L的方向向量 v 同時垂直兩平面的

法向量，故 v // (2 , 1 , 0) (0 , 1 , 2) = (2 , – 4 , 2)

= 2(1 , – 2 , 1)，可取 v = (1 , – 2 , 1)，接著在交線

L 取一點 P，因為須同時滿足 2x + y – 4 = 0 與

y + 2z = 0，故取 z = 0, y = 0, x = 2，∴P (2 , 0 , 0)，

所求平面包含直線 L與點 Q (2 , – 1 , – 1)，因此

法向量 v PQ= (1 , – 2 , 1) (0 , 1 , 1) = (– 3 , – 1 , 1),

取 n = (3 , 1 , – 1)所求平面方程式為 3x + y – z – 6

= 0.

此法計算過程較為繁複，因此老師們多半會

再介紹另一種作法：

透過「平面族定理」，將過已知兩平面交線的

任一平面，表示成這兩個平面的線性組合，再

進行處理。

設所求的平面為 2x + y – 4 + k y + 2z = 0,

∵過點(2 , – 1 , – 1)

∴代入上式，得 k = – 13 .

所求平面方程式為

2x + y – 4 + – 13 y + 2z = 0,

即

3x + y – z – 6 = 0.

這個方法雖然快速，卻有著許多環節必須詳

加說明，像是

什麼是平面族？

為什麼過已知兩平面交線的任何平面，一定可以

表示成這兩個平面的線性組合呢？

這些問題都需要解釋清楚，第一個問題只是

定義的問題，倒是容易交代。我們是這麼定義

◎蘇俊鴻／北一女中

用向量來看平面族定理
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▲

「平面族」的：通過一條直線之所有平面所成的

集合叫做平面族。而第二個問題則是困惑著許多

人：利用「線性組合」來建構一個新的平面的概

念，是由何而來呢？總不會憑空冒出的吧？課本

早將這個主題略而不提，而能查到的資料通常都

是「事後諸葛亮」的作法，只告訴我們兩件事：

利用兩平面方程式的線性組合所作出的方程式

仍是個平面。

它也會包含這已知兩平面的交線。

在這篇文章中，筆者試圖對這件事做個說

明，而非只是給個「事後諸葛亮」的證明。

事實上，利用第三冊數學課本所學的知識就

足夠我們將這個概念引發出來，我們需要用什麼

觀念呢？先來複習一下。

向量的線性組合

所謂的向量，就是同時具有大小及方向的

量。在平面上，若我們給定兩個不平行的向量 u

和 v，透過向量係數積及加法的性質，我們極易

證出下列的性質：

在 u 和 v 所決定的平面上，任一個向量 w

均可寫成 r u + s v ，其中 r, s R，而 r u + s v 的

形式就稱為 u 和 v 的線性組合。

【證明】如圖 1所示，

圖 1

我們不妨設 u =OP, v =OQ, w =OR，由於O、

P、Q、 R 四點在同一平面上，因此，我們可以

過 R 作一直線與直線 OP 平行，交直線 OQ 於

Q'；作一直線與直線 OQ 平行，交直線 OP 於

P'。由於 P' 在直線 OP 上，所以 OP' = rOP =

r u。同理， OQ' = sOQ = s v 。

▲

由向量的加法，OR =OP' +OQ' w = r u +

s v。同時，對每一個向量 w = r u + s v ，只要 u

和 v 不平行，則 r 與 s 是唯一決定的。也就是

說，設 w = r1 u + s1 v = r2 u + s2 v ，得 r1 – r2 u =

– s1 – s2 v，若 r1 – r2 0，則 u = – s1 – s2r1 – r2 v，

所以 u // v，這與假設 u 和 v 不平行矛盾。因

此 r1 = r2 s1 = s2 。

利用兩個不平行向量的線性組合，可以表示

同一平面上的任意向量，這個性質對於我們理解

本文的主題是個很重要的切入點。

平面方程式

想要描述空間中的平面方程式，向量的觀念

更是不可或缺，我們正是利用與平面垂直的向量

（稱為法向量 n ）來決定平面的方向性，而每一

個平面方程式也決定了它的法向量：

通過點 P x0 , y0 , z0 而與非零向量 n = a , b , c

垂直的平面方程式為

a x – x0 + b y – y0 + c z – z0 = 0.

空 間 中 每 一 個 平 面 的 方 程 式 都 具 有

ax + by + cz + d = 0的形式，其中 a, b, c不全為

0，且 n = a , b , c 為這個平面的法向量。

好了，該是將平面族的觀念引出的時候。讓

我們回到最開始的情況吧！

如圖 2，

圖 2

已知平面 E1：a1x + b1y + c1z + d1 = 0 與 E2：

a2x + b2y + c2z + d2 = 0 相 交 於 L ，則 n1 =
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a1 , b1 , c1 , n2 = a2 , b2 , c2 為平面 E1 與 E2 的法

向量。設過交線 L的任一平面為 E3 ，且 n3 為平

面 E3 的法向量。由於 n1、 n2 和 n3 均垂直於直

線 L，所以三個向量共平面。（不妨想像三個向

量可自由移動，從 L上同一點出發）由向量的線

性組合可知

n3 = n1 + n2 = a1 , b1 , c1 + a2 , b2 , c2

= a1 + a2 , b1 + b2 , c1 + c2 .

設 P x0 , y0 , z0 為 L上的一點。因此，平面 E3 的

方程式可以寫成

a1 + a2 x + b1 + b2 y + c1 + c2 z

= a1 + a2 x0 + b1 + b2 y0 + c1 + c2 z0,

以 , 為準，整理得

a1x + b1y + c1z – a1x0 + b1y0 + c1z0

+ a2x + b2y + c2z – a2x0 + b2y0 + c2z0 = 0,

又 P x0 , y0 , z0 為 L 上的一點，當然也滿足平面

E1 與 E2 的方程式，所以

a1x0 + b1y0 + c1z0 + d1 = 0,

a2x0 + b2y0 + c2z0 + d2 = 0.

代入上式，即得

a1x + b1y + c1z + d1 + a2x + b2y + c2z + d2 = 0.

因此，「過兩已知平面交線的任意平面可以寫成

這兩個平面的線性組合。」這個推論看來就自然

而然了。不過，如何保證這個推論會成立呢？這

得需要好好證明一下，以下就是這個定理的證

明。

「平面族」定理的證明

【定理】假設給定兩個平面方程式

E1：a1x + b1y + c1z + d1 = 0
E2：a2x + b2y + c2z + d2 = 0

，

則通過這兩個平面的交線 L的平面族方程式必可

寫成以下的形式：

E1 + E2 = 0 ( 2 + 2 0 ),

亦即，

a1x + b1y + c1z + d1 + a2x + b2y + c2z + d2 = 0,
2 + 2 0 …(*)

【證明】整個定理的證明可分為三部分：

上面的方程式(*)一定是表示平面方程式；

方程式(*)一定會通過 E1 與 E2 的交線 L；

證明任何通過 L的平面均可寫成方程式(*)的形

式。

方程式(*)一定是表示平面方程式

當 = 0， 0時，方程式(*)為平面 E2 。

當 0， = 0時，方程式(*)為平面 E1 。

當 0， 0時，方程式(*)可寫成一般式：

a1 + a2 x + b1 + b2 y + c1 + c2 z + ( d1 +

d2) = 0，此方程式的 x 、 y 、 z 係數不全為

零。(Why？)

Ans：若方程式的 x、y、z係數全為零，則

a1 + a2 = b1 + b2 = c1 + c2 = d1 + d2 = 0

a1
a2 =

b1
b2 =

c1
c2 =

d1
d2 = – ，即平面 E1 與 E2

平行。（與已知矛盾）

可見方程式(*)是 x、y、z的一次方程式，

所以它表示平面方程式。

方程式(*)所表示的平面一定會通過 E1 與 E2 的

交線 L

這顯然是成立的！因為直線 L是平面 E1 與 E2

的交線，則L上的任一點〔設為P x0 , y0 , z0 〕

均會滿足平面 E1 與 E2 的方程式。所以

a1x0 + b1y0 + c1z0 + d1 = 0且 a2x0 + b2y0 + c2z0 + d2 = 0

a1x0 + b1y0 + c1z0 + d1 + a2x0 + b2y0 + c2z0 + d2

= 0滿足方程式(*)。

因此，方程式(*)所表示的平面都通過直線 L。
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任何通過 L的平面均可寫成方程式(*)的形式

也就是任何過 L的平面，必有不全為零的 與

，可寫成方程式(*).

當平面 E是平面 E1 時，取 = 1, = 0就可以

了。

當平面 E是平面 E2 時，取 = 0, = 1就可以

了。

當平面E不為E1 與E2 時，取平面E上，不在L

的一點Q x0 , y0 , z0 ，由於Q不在E1與E2上（∵

Q不在 L上），所以a1x0 + b1y0 + c1z0 + d1 0且

a2x0 + b2y0 + c2z0 + d2 0.

我們取

= a2x0 + b2y0 + c2z0 + d2,

= – (a1x0 + b1y0 + c1z0 + d1),

則滿足

a2x0 + b2y0 + c2z0 + d2 a1x0 + b1y0 + c1z0 + d1 +

[ – a1x0 + b1y0 + c1z0 + d1 ] a2x0 + b2y0 + c2z0 + d2

= 0

也就是

a1x + b1y + c1z + d1 + a2x + b2y + c2z + d2 = 0,

( 2 + 2 0)的形式。

所以過交線 L的平面均可寫成方程式(*)。

綜合上述 、 、 可知，方程式(*)表通過

平面 E1 與 E2 之交線的平面族方程式。

在上述證明中，各位也看到：對於不是E1 與

E2 的平面，則均為 0與 0的情形。所以

我們可以將方程式(*)調整成

a1x + b1y + c1z + d1 + a2x + b2y + c2z + d2

= 0…(**),

如果令 k = ，則方程式變成

a1x + b1y + c1z + d1 + k a2x + b2y + c2z + d2

= 0…(***),

所以當我們所求平面不為 E1 與 E2 的平面時，可

以直接將平面族方程式令為方程式(***)。

同樣的道理，我們也可用向量來表示平面上

的直線方程式， ax + by + c = 0 法向量 n =

a , b ，因此由上面的討論，我們不難類推「直

線系」概念的由來，此處就不再多談。

【定理】假設給定兩個直線方程式

L1：a1x + b1y + c1 = 0
L2：a2x + b2y + c2 = 0

，

則通過這二個直線交點P的直線系方程式必

可寫成以下的形式： L1 + L2 = 0 ( 2 + 2 0)，

亦即，

a1x + b1y + c1 + a2x + b2y + c2 = 0

( 2 + 2 = 1)…(*).

接著我們來看些可用「平面族定理」解決的

問題吧！例題一是個常見的例子。

【例 題 一】求過二平面 3x + y – z + 1 = 0 、

x + y + z = 0的交線，且與平面 2x – y + 3z – 1 = 0

垂直的平面方程式。

【解法一】設已知二平面 3x + y – z + 1 = 0 、

x + y + z = 0的交線 L，則 L的方向向量

v //(3 , 1 , – 1) (1 , 1 , 1) = 2(1 , – 2 , 1),

故取方向向量 v = (1 , – 2 , 1)。且由聯立方程組

3x + y – z + 1 = 0 …

x + y + z = 0 …

+ 4x + 2y + 1 = 0,

可取 x = 0, y = – 12，則 z = 12 .

故點 0 , – 12 ,
1
2 在 L上。依題意，所求平面包

含 L，且垂直平面 2x – y + 3z – 1 = 0,則其法向量

n 1 , – 2 , 1 , n 2 , – 1 , 3 ,所以

n // (1 , – 2 , 1) (2 , – 1 , 3) = (– 5 , – 1 , 3)

= – (5 , 1 , – 3),

取 n = (5 , 1 , – 3).
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又點 0 , – 12 ,
1
2 也在平面上，因此，所求平面

為

5x + y – 3z + 2 = 0.

【解法二】根據平面族定理，設所求的平面方程

式為

3x + y – z + 1 + k x + y + z = 0

3 + k x + 1 + k y + – 1 + k z + 1 = 0,

則此平面的法向量為 3 + k , 1 + k , – 1 + k ,

依題意，由向量的內積

2 3 + k + – 1 1 + k + 3 – 1 + k = 0

4k + 2 = 0 k = – 12 ,

∴所求的平面方程式為 5x + y – 3z + 2 = 0.

事實上，由於空間中的直線方程式可表示成

兩面式，讓我們常在求與直線條件有關的平面方

程式問題上，應用平面族的概念。看看下面的例

子：

【例題二】試求包含 x軸，且過點A 1 , – 1 , 2 的

平面方程式。

【解法一】先在 x軸上取一點 B (1 , 0 , 0)，且 x

軸的方向向量為 v = (1 , 0 , 0)，由於所求平面包

含 x軸，並過A (1 , – 1 , 2)，所以其平面的法向量

n // v AB = (1 , 0 , 0) (0 , 1 , – 2) = (0 , 2 , 1)。

故取 n = (0 , 2 , 1)

∴平面方程式為 2y + z = 0.

【解法二】由於 x軸的直線方程式可寫成
y = 0
z = 0

（兩面式），根據平面族定理，包含 x軸的任意

平面可以寫成 y + kz = 0，將(1 , – 1 , 2)代入，得

k = 12，所以平面方程式為

y + 12 z = 0 2y + z = 0.

【例題三】求直線 L ：
x – y + z – 6 = 0
y – 2z + 4 = 0

在平面

▲

E： x + y – z = 0的正射影直線 L'的方程式。

【解法一】由於兩點決定一直線，不妨找出 L上

的兩相異點，例如點 A (2 , – 4 , 0)， B (3 , – 2 , 1)

在 L上，再求其在平面E上的投影點，則投影點

會落在 L'上。

以求點 A在平面 E的投影點 A'為例。由於

直線 AA'垂直平面 E，所以直線 AA'的參數式為

x = 2 + t
y = – 4 + t
z = – t

, t ，

因此可設點 A' 2 + t , – 4 + t , – t ，又點 A' 在平

面 E 上，故代入平面方程式，得 t = 23 ，所以

A' 83 ,
– 10
3 , – 23 。同理，可得點 B在平面 E的

投影點 B' (3 , – 2 , 1) A'B' = 1
3 ,

4
3 ,

5
3 ，可取

直線的方向向量(1 , 4 , 5),故直線 L在平面 E的投

影直線為

x – 3
1 = y + 24 = z – 15 .

【解法二】如圖 3，設 F為包含直線 L且與平面

E垂直的平面。由於直線 L在平面 E上的投影直

線 L' ，恰為平面 E 與平面 F 的交線。故求出平

面 F即可。

圖 3

由於平面 F過直線 L，根據平面族定理，

可設

F： x – y + z – 6 + k y – 2z + 4 = 0

x + – 1 + k y + 1 – 2k z + – 6 + 4k = 0,

故法向量為 1 , – 1 + k , 1 – 2k ,

又平面 F垂直平面 E，故

1 , – 1 + k , 1 – 2k (1 , 1 , – 1) = 0 k = 13
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因此，平面 F的方程式為

x – y + z – 6 + 13 y – 2z + 4 = 0

3x – 2y + z – 14 = 0,

故投影直線 L'的方程式為

3x – 2y + z – 14 = 0
x + y – z = 0

,

（這與解法一的答案是等價的！）.

【例題四】包含直線 L1： x + 1
1 = y – 32 = z – 23 與

直線 L2： x – 2
2 = y + 14 = z – 36 的平面方程式。

【解法一】由題意可知 L1 的方向向量 v1 =

(1 , 2 , 3)，點 A (– 1 , 3 , 2)在 L1 上； L2 的方向向

量 v2 = (2 , 4 , 6)，點 B (2 , – 1 , 3)在 L2 上。所以

欲求之平面的法向量 n // v1 AB = (1 , 2 , 3)

(3 , – 4 , 1) = (14 , 8 , – 10) = 2(7 , 4 , – 5)，故取 n

= (7 , 4 , – 5), 故所求平面方程式為

7x + 4y – 5z + 5 = 0.

【解法二】設所求之平面上有一點 P x , y , z ，

依題意可知 L1 的方向向量 v1 = (1 , 2 , 3)，點

A ( –1 , 3 , 2)在L1上；L2的方向向量 v2 = (2 , 4 , 6)，

點 B (2 , – 1 , 3)在 L2 上。則 AB = (3 , – 4 , 1)， v1

= (1 , 2 , 3)， AP = (x + 1 , y – 3 , z – 2)共平面。故

x + 1 y – 3 z – 2
3 – 4 1
1 2 3

= 0

– 14 x + 1 – 8 y – 3 + 10 z – 2 = 0

7x + 4y – 5z + 5 = 0,

故所求平面方程式為 7x + 4y – 5z + 5 = 0.

【解法三】我們可將 L1 改寫成兩面式

x + 1
1 = y – 32
y – 3
2 = z – 23

2x – y + 5 = 0
3y – 2z – 5 = 0

，

根據平面族定理，過 L1 的平面方程式可設為

2x – y + 5 + k 3y – 2z – 5 = 0,

▲

又包含L2，故將點B (2 , – 1 , 3)代入平面方程式，

得 k = 57 。

故欲求平面方程式為

2x – y + 5 + 57 3y – 2z – 5 = 0

7x + 4y – 5z + 5 = 0.

除了上述的例題外，求包含二相交直線的平

面方程式，也可應用平面族的概念呢！請自行找

個題目試試看！接下來，看個與球面相切之平面

方程式的問題：

【例題五】已知球面方程式為 x–1 2+ y–1 2+ z–1 2

=2，求包含 A ( – 2 , – 1 , – 3)、 B (0 , 3 , 1)兩點，

且與球面相切的平面方程式？

（分析）如圖可知，過 A、 B兩點且與球面相切

的平面有兩種情形。

圖 4

【解法一】設所求平面與球面的切點P a , b , c ，

且球心為 Q (1 , 1 , 1)， AB = (2 , 4 , 4)，則平面的

法向量 n // QP = a – 1 , b – 1 , c – 1 ，因此，

AB QP AB QP = 0

a + 2b + 2c – 5 = 0…

QP PA QP PA = 0

a2 + b2 + c2 + a + 2c – 6 = 0…

點 P a , b , c 在球面上

a – 1 2 + b – 1 2 + c – 1 2 = 2…

– 3a + 2b + 4c – 7 = 0…
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– 2a + 2c – 2 = 0 c = 1 – a，代入 ，

得 a = 2b – 3，所以 c = 4 – 2b，代入 ，

2b – 4 2 + b – 1 2 + 3 – 2b 2 = 2

3b2 – 10b + 8 = 0 b = 2或 b = 43 ,

當 b = 2，則 a = 1， c = 0，所以切點 P 1 , 2 , 0

QP=(0,1,–1)，所以取平面法向量 n =(0,1,–1)，

所求平面方程式為

y – z – 2 = 0.

當b= 43，則a=– 13，c=
4
3，所以切點P – 13 ,

4
3 ,
4
3

QP = – 43 ,
1
3 ,

1
3 =– 13 (4 , – 1 , – 1)所以取平

面法向量 n =(4 ,–1 ,–1)，所求平面方程式為

4x – y – z + 4 = 0.

【解法二】設所求平面與球面的切點P a , b , c ，

且球心為 Q (1 , 1 , 1)， AB = (2 , 4 , 4)，則切平面

方程式為

a – 1 x – 1 + b – 1 y – 1 + c – 1 z – 1 = 2

a – 1 x + b – 1 y + c – 1 z + 1 – a – b – c

= 0…(*)，

所以法向量 n = a – 1 , b – 1 , c – 1 因此，

n AB a – 1 , b – 1 , c – 1 (2 , 4 , 4) = 0

a + 2b + 2c – 5 = 0

點 A – 2 , – 1 , – 3 在平面上，代入(*)

3a + 2b + 4c – 7 = 0

點 P a , b , c 在球面上

a – 1 2 + b – 1 2 + c – 1 2 = 2

上述所得條件式與解法一相同，就不再詳解。

【解法三】由於過A、B兩點可決定一直線，故所

求平面可應用平面族定理寫出，再由與球面相切

決定之。已知球心為Q (1 , 1 , 1)， AB = (2 , 4 , 4)，

先求出直線 AB的對稱比例式為

x + 2
1 = y + 12 = z + 32 ,

則其兩面式可表示成

x + 2
1 = y + 12
y + 1
2 = z + 32

2x – y + 3 = 0
y – z – 2 = 0

,

根據平面族定理，包含直線 AB的平面可寫成

2x – y + 3 + k y – z – 2 = 0

2x + k – 1 y – kz + 3 – 2k = 0

與球面相切，所以

d Q , E = 2 + k – 1 – k + 3 – 2k
4 + k – 1 2 + k2

= 2 k = 12 ,

所以，與球面相切的平面方程式為

2x – y + 3 + 12 y – z – 2 = 0

4x – y – z + 4 = 0.

看到此處，不知你的心中是否出現疑問：在

一開頭的分析中不是圖示了兩個切平面嗎？那另

一個呢？

藉這個機會提醒大家：當我們將所求平面設

成 2x – y + 3 + k y – z – 2 = 0時，其實會有個包

含直線 AB 的平面是不在我們所設的情況之中。

不妨再回到證明討論的那一段看看！正是

y – z – 2 = 0。這也是各位在使用平面族定理需要

注意的地方。驗證一下：球心 Q (1 , 1 , 1)到平面

y – z – 2 = 0的距離正是
1 – 1 – 2
1 + 1

= 2。

當然了，若一開始平面設成 y – z – 2 + k 2x – y + 3

= 0，就不會有上述的情形。此時，求出的 k值為

k = 0，則切平面為 y – z – 2 = 0；

k = 2，則切平面為 4x – y – z + 4 = 0。

事實上，除了上述的問題外，平面族定理對

於我們理解三元一次聯立方程組的幾何意義與行

列式表示法之間的連結，有著很大的助益。這是

接下來筆者所要討論的部分。
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三元一次聯立方程組之解

的幾何意義

由於方程式 ax + by + cz + d = 0 的幾何意義

代表空間中的一個平面，因此三元一次聯立方程

組

a1x + b1y + c1z = d1
a2x + b2y + c2z = d2
a3x + b3y + c3z = d3

的解，

就是要找出空間中三平面

E1：a1x + b1y + c1z = d1
E2：a2x + b2y + c2z = d2
E3：a3x + b3y + c3z = d3

的共同交點坐標。如何求解？解的型態為何？課

程安排上是由行列式的觀點切入，得到一般性的

判斷準則。課本有詳細過程，此處不加贅述，主

要結論及對應圖形整理表列如表 所示：

▲

三平面的關係 聯立方程組解的情形 行列式的表示法

三平面交於一點 恰有一解 0

三平面重合 無限多解 = x = y = z = 0

兩平面重合，第三平面平行 無解 = x = y = z = 0

三平面平行 無解 = x = y = z = 0

兩平面重合，第三平面與其

交一直線
無限多解 = x = y = z = 0

兩平面平行，第三平面與其

各交一直線
無解

= 0，且 x ， y ， z 至少一個

不為 0

三平面交於一直線 無限多解 = x = y = z = 0

三平面兩兩相交一直線且三

直線平行
無解 = 0，且 x， y， z 至少一個不為 0

表

E3

E1 E2
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然而，我們想將空間中三平面的相交情形與

行列式的表示法建立關係時，關係 可由克拉瑪

公式來看出；關係 至 恰為三平面間的平行與

重合，與平面方程式係數是否成比例有關，容易

與行列式的運算性質銜接，而關係 和 則是較

難直接從行列式的運算性質看出結果，但是由平

面族定理則會變得非常容易理解。

以關係 －三相異平面交於一線為例，由於

E1、 E2 及 E3 相交於一線，所以 E3 可以表成 E1

+ E2，也就是說平面 E3 的方程式

a3x + b3y + c3z – d3 = 0

與

a1x + b1y + c1z – d1 + a2x + b2y + c2z – d2 = 0

等價。故

a3
a1 + a2 =

b3
b1 + b2 =

c3
c1 + c2 =

d3
d1 + d2 = t

所以

=
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

=
a1 b1 c1
a2 b2 c2

t a1 + a2 t b1 + b2 t c1 + c2
= 0

x =
d1 b1 c1
d2 b2 c2
d3 b3 c3

=
d1 b1 c1
d2 b2 c2

t d1 + d2 t b1 + b2 t c1 + c2
= 0

同理， y = 0， z = 0

至於關係 －三平面兩兩相交於一直線且三

直線平行，則可由關係 加以延伸，由圖 觀察

可以看到 E3 恰與某一個過 E1 與 E2 交線的平面

E1 + E2 平行，即平面 a3x + b3y + c3z – d3 = 0 與

平面 a1x + b1y + c1z – d1 + a2x + b2y + c2z – d2 =

0 平 行，故
a3

a1 + a2 =
b3

b1 + b2 =
c3

c1 + c2
d3

d1 + d2。所以 = 0，而且 x， y， z至少一 ▲

個不為 0。

再一次看見「平面族定理」的威力了吧！找

幾個例題來實地演練一下。

【例題六】試判斷聯立方程組

x + 2y + z = 7…
2x + y – z = 5…
7x + 8y + z = 31…

所表示的三平面關係。

【解】因為方程式的係數並無成比例的關係，可

判斷無平行或重合的關係，不是關係 到關係

！

考慮係數行列式 =
1 2 1
2 1 – 1
7 8 1

= 0 表示不

是關係 ，再來決定是關係 （無限多解）或是

關係 （無解）。

再來，由三個平面法向量的線性組合，考慮

(1 , 2 , 1) + (2 , 1 , – 1) = (7 , 8 , 1)

+ 2 = 7
2 + = 8

= 3
= 2

所以 3 + 2得，

7x + 8y + z = 31…

由於 式與 式相等。表示 式可以寫成

式與 式的線性組合。

由平面族定理可知：三平面交於一線，故無

限多解。

接著考慮以下狀況：若將題目中的 式改成

7x + 8y + z = 70，則結果為何呢？

如此一來，則 式 // 式，如圖 5，表示三

平面兩兩交於一線，三交線平行，無解。

圖 5
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【例題七】若方程組

5x + 3y – z = – 1…
2x + y + 2z = a…
x + 4y + bz = 10…

有無

限多解，試求 a = ?， b = ?

【解】依題意，由方程式係數可看出三平面相

異，又有無限多解，表示三平面交於一線。故考

慮法向量的線性組合

(5 , 3 , – 1) + (2 , 1 , 2) = (1 , 4 , b )

5 + 2 = 1
3 + = 4
– + 2 = b

= 7
= – 17

，故 b = – 41

又 7 + – 17 得方程式

x + 4y – 41z = – 7 + – 17 a

與 式同義，故

– 7 + – 17 a = 10 a = – 1.

結論

走筆至此，關於平面族定理的種種討論也該

告一段落了。我們由向量的運算性質出發，指出

了平面族定理的由來，進而討論三元一次聯立方

程組解的幾何意義。不知是否看出筆者最想與各

位分享的心得──『概念連結』。這也是數學教

學過程中，必須想方設法與學生分享的部分，如

此一來，才能引領學生將所學得的主題貫穿起

來，從而產生源源不斷學習的喜悅！ ■

後記

本文能得以完成，必須感謝中山女高鄭金樹老師

的鼓勵。在他的指導與帶領下，讓筆者不論在教

材或是教法上，有了更多的想法與成長。藉此機

會特別謝謝他！
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一、研究動機

高一下，老師教複數的極式，解 x n = 1知其根為 1, w, w2,…, w n – 1 ( w = cos 2n + isin 2n ),這些根在

複數平面上所代表的點分別為 A0, A1,…, An – 1。並且藉由計算知 Ak A0 = 2sin kn ，所以 A1A0 + A2A0 +… +

An – 1A0 = 2
n – 1

k = 1
sin kn ，我們可以由積與和差之轉換得知此答案為 2cot 2n ；但是若將上述改為A1A0 m +A2A0 m

+… + An – 1A0 m = 2m
n – 1

k = 1
sin m kn ( m, n N, n > m2 )是否可得到較簡化的答案？

n – 1

k = 1
cos m kn 是否也有令人驚

喜的答案？於是我們開始招兵買馬,一同為解決這個問題而奮鬥。

二、研究目的

利用
n – 1

k = 1
cos kmn 、

n – 1

k = 1
sin kmn 的和及 sin m 的表式，進而求出

n – 1

k = 1
sin m kn 的和。

利用
n – 1

k = 1
cos kmn 的和及 cos m 的表式，進而求出

n – 1

k = 1
cos m kn 的和。

利用
n – 1

k = 1
sin kn 及

n – 1

k = 1
sin 2 kn 的和，求出

n – 2

i = 1

n – 1

j = i + 1
sin in sin

j
n 的和。

利用
n – 1

k = 1
cos kn 及

n – 1

k = 1
cos 2 kn 的和，求出

n – 2

i = 1

n – 1

j = i + 1
cos in cos

j
n 的和。

三、四個引理

為求得
n – 1

k = 1
sinm kn 及

n – 1

k = 1
cosm kn ，我們必須先證明下面四個引理

引理一：

n – 1

k = 1
cos kmn =

n – 1 （當 m是 2n倍數）,
– 1 （當 m非 2n倍數且 m是偶數）,
0 （當 m是奇數）,

（ m, n N且 n 2）

◎甘明濬、吳智善、張鴻偉、黃書恆

n – 1

k = 1
sin m kn 與

n – 1

k = 1
cos m kn

（以上按姓氏筆劃順序排列）

指導老師：蔡東憲

三角函數複數極式值之探討
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證明：

n – 1

k = 1
cos kmn = cosmn + cos2mn +… + cosm n – 1n

=
sin3m2n – sin

m
2n + sin

5m
2n – sin

3m
2n +… + sin 2mn – m2n – sin 2mn – 3m2n

2sinm2n

=
sin m – m2n – sinm2n

2sinm2n

當 m是 2n的倍數

n – 1

k = 1
cos kmn =

n – 1

k = 1
1 = n – 1

當 m非 2n倍數且 m為偶數時，設 m = 2r, r N

n – 1

k = 1
cos kmn =

sin 2r – m2n – sinm2n

2sinm2n

=
– 2sinm2n

2sinm2n

= – 1

當 m是奇數時，設 m = 2r – 1, r N

n – 1

k = 1
cos kmn =

sin 2r – 1 – m2n – sinm2n

2sinm2n

= 0

2sinm2n

= 0

引理二：

n – 1

k = 1
sin kmn =

0 （m是 2n倍數）,
0 （當 m非 2n倍數且 m是偶數）,

cotm2n （m是奇數）,
（ m, n N且 n 2）

證明：

n – 1

k = 1
sin kmn = sinmn + sin2mn +… + sin n – 1 mn

=
cos3m2n – cos

m
2n + cos

5m
2n – cos

3m
2n +… + cos 2n – 1 m2n – cos 2n – 3 m2n

– 2sinm2n

=
cos m – m2n – cosm2n

– 2sinm2n

當 m是 2n的倍數時，
n – 1

k = 1
sin kmn =

n – 1

k = 1
0 = 0

當 m非 2n倍數且 m是偶數時，設 m = 2r, r N

n – 1

k = 1
sin kmn =

cos 2r – m2n – cosm2n

– 2sinm2n

= 0

當 m為奇數時，設 m = 2r – 1, r N

n – 1

k = 1
sin kmn =

cos 2r – 1 – m2n – cosm2n

– 2sinm2n

= cotm2n
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引理三：

sin m =
1
2m – 1

C
m
m
2

2 – C
m
m – 2
2
cos2 + C

m
m – 4
2
cos4 +… + – 1

m
2Cm

0 cosm （當 m是偶數）,

1
2m – 1 C

m
m – 1
2
sin – C

m
m – 3
2
sin3 + C

m
m— 5
2
sin5 +… + – 1

m – 1
2 Cm

0 sinm （當 m是奇數）,

首先我們先觀察下面幾個例子：

sin = sin

sin2 = 1 – cos22 =

C2
1

2 – C2
0cos2

2

sin3 = sin2 sin = C
3
1sin – C3

0sin3
22

sin4 = sin3 sin =
C4
2

2 – C4
1cos2 + C4

0cos4

23

sin5 = sin4 sin = C
5
2sin – C5

1sin3 + C5
0sin5

24

sin6 = sin5 sin =

C6
3

2 – C6
2cos2 + C6

1cos4 – C6
0cos6

25

藉由觀察以上幾個例子，我們做了以下的猜測：

sin m =
1
2m – 1

C
m
m
2

2 – C
m
m – 2
2
cos2 + C

m
m – 4
2
cos4 +… + – 1

m
2Cm

0 cosm （當 m是偶數）,

1
2m – 1 C

m
m – 1
2
sin – C

m
m – 3
2
sin3 + C

m
m – 5
2
sin5 +… + – 1

m – 1
2 Cm

0 sinm （當 m是奇數）,

證明我們的猜測是正確的

當 m是偶數時

假設 sin m = 1
2m – 1

C
m
m
2

2 – C
m
m – 2
2
cos2 + C

m
m – 4
2
cos4 +… + – 1

m
2Cm

0 cosm 成立，

則 sin m + 1 = sin m sin

= 1
2m – 1

C
m
m
2

2 sin –
C
m
m – 2
2

2 sin3 – sin +… + – 1
m
2Cm

0

2 sin m + 1 – sin m – 1

= 1
2m C

m + 1
m
2
sin – C

m + 1
m – 2
2
sin3 +… + – 1

m
2Cm + 1

0 sin m + 1

為當初猜測 m + 1為奇數的情形，

當 m是奇數時

假設 sin m = 1
2m – 1 C

m
m – 1
2
sin – C

m
m – 3
2
sin3 + C

m
m – 5
2
sin5 +… + – 1

m – 1
2 Cm

0 sinm 成立，

則 sinm + 1 = sinm sin

= 1
2m – 1 [C

m
m – 1
2

1 – cos2
2 + C

m
m – 3
2

1
2 cos4 – cos2 +… + – 1

m + 1
2

1
2 C

m
0 cos m + 1 – cos m – 1 ]

= 1
2m [C

m
m – 1
2
– C

m + 1
m – 1
2
cos2 +… + – 1

m + 1
2 Cm

0 cos m + 1 ]

= 1
2m [

C
m + 1
m + 1
2

2 – C
m + 1
m – 1
2
cos2 +… + – 1

m + 1
2 Cm + 1

0 cos m + 1 ]
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為當初猜測 m + 1為偶數的情形，

所以我們完成引理三的證明。

引理四：

cos m =
1
2m – 1

C
m
m
2

2 + C
m
m – 2
2
cos2 + C

m
m – 4
2
cos4 +… + Cm

0 cosm （當 m是偶數）,

1
2m – 1 C

m
m – 1
2
cos + C

m
m – 3
2
cos3 + C

m
m – 5
2
cos5 +… + Cm

0 cosm （當 m是奇數）,

首先我們觀察下面幾個例子：

cos = cos

cos2 = 1 + cos22 =

C2
1

2 + C2
0cos2

2

cos3 = cos2 cos = 122 C
3
1cos + C3

0cos3

cos4 = cos3 cos = 123
C4
2

2 + C4
1cos2 + C4

0cos4

cos5 = cos4 cos = 124 C
5
2cos + C5

1cos3 + C5
0cos5

藉由觀察以上幾個例子,我們做了以下的猜測：

cos m =
1
2m – 1

C
m
m
2

2 + C
m
m – 2
2
cos2 + C

m
m – 4
2
cos4 +… + Cm

0 cosm （當 m是偶數）,

1
2m – 1 C

m
m – 1
2
cos + C

m
m – 3
2
cos3 + C

m
m – 5
2
cos5 +… + Cm

0 cosm （當 m是奇數）,

證明我們的猜測是正確的

當 m是偶數時

假設 cos m = 1
2m – 1

C
m
m
2

2 + C
m
m – 2
2
cos2 + C

m
m – 4
2
cos4 +… + Cm

0 cosm 成立，

則 cosm + 1 = cosm cos

= 1
2m – 1

C
m
m
2

2 cos +
C
m
m – 2
2

2 cos3 + cos +… + C
m
0

2 cos m + 1 + cos m – 1

= 1
2m C

m + 1
m
2
cos + C

m + 1
m – 2
2
cos3 +… + Cm + 1

0 cos m + 1

為當初猜測 m + 1是奇數的情形，

當 m是奇數時

假設 cos m = 1
2m + 1 C

m
m – 1
2
cos + C

m
m – 3
2
cos3 + C

m
m – 5
2
cos5 +… + Cm

0 cosm 成立，

則 cosm + 1 = cosm cos

= 1
2m – 1 [

C
m
m – 1
2

2 1 + cos2 +
C
m
m – 3
2

2 cos4 + cos2 +… + C
m
0

2 cos m + 1 + cos m – 1 ]

= 1
2m [

C
m + 1
m + 1
2

2 + C
m + 1
m – 1
2
cos2 +… + Cm + 1

0 cos m + 1 ]

為當初猜測 m + 1是偶數的情形，

所以我們完成引理四的證明。
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四、主要研究內容

定理一：

n – 1

k = 1
sin m kn =

C
m
m
2

2m n （當m是偶數且 n> m2）,

1
2m–1 C

m
m–1
2
cot2n –C

m
m–3
2
cot32n +…+ –1

m–1
2 Cm

0cotm2n （當m是奇數）,
(m,n N,n 2)

首先我們來觀察以下的一些例子：

n – 1

k = 1
sin kn = cot 2n

∵ sin2 = 1 – cos22

∴
n – 1

k = 1
sin2 kn =

n – 1

k = 1

1 – cos2kn
2 = 12 n – 1 –

1
2
n – 1

k = 1
cos2kn = 12 n – 1 +

1
2 =

1
2 n

∵ sin3 = C
3
1sin – C3

0sin3
22

∴
n – 1

k = 1
sin3 kn =

C3
1

22
n – 1

k = 1
sin kn –

C3
0

22
n – 1

k = 1
sin3kn = C

3
1

22 cot 2n –
C3
0

22 cot
3
2n

∵ sin4 =

C4
2

2 – C4
1cos2 + C4

0cos4

23

∴
n – 1

k = 1
sin4 kn =

C4
2

24 n – 1 –
C4
1

23
n – 1

k = 1
cos2kn + C

4
0

23 k = 1
n – 1

cos4kn

當 n = 2
1

k = 1
sin4 k2 =

C4
2

24 1 –
C4
1

23 – 1 + C
4
0

23 1 = 1
C4
2

24 2

當 n = 4
3

k = 1
sin4 k4 =

C4
2

24 3 –
C4
1

23 – 1 + C
4
0

23 – 1 = C
4
2

24 4

當 n 5
n – 1

k = 1
sin4 kn =

C4
2

24 n – 1 +
C4
1

23 –
C4
0

23 =
C4
2

24 n

∴我們將 n限定為大於 2的正整數

∵ sin5 = C
5
2sin – C5

1sin3 + C5
0sin5

24

∴
n – 1

k = 1
sin5 kn =

C5
2

24
n – 1

k = 1
sin kn –

C5
1

24
n – 1

k = 1
sin3kn + C

5
0

24
n – 1

k = 1
sin5kn

= C
5
2

24 cot 2n –
C5
1

24 cot
3
2n +

C5
0

24 cot
5
2n

∵ sin6 =

C6
3

2 – C6
2cos2 + C6

1cos4 – C6
0cos6

25

∴
n – 1

k = 1
sin6 kn =

C6
3

26 n – 1 –
C6
2

25
n – 1

k = 1
cos2kn + C

6
1

25
n – 1

k = 1
cos4kn – C

6
0

25
n – 1

k = 1
cos6kn

當 n = 2
1

k = 1
sin6 k2 =

C6
3

26 –
C6
2

25 – 1 + C
6
1

25 1 –
C6
0

25 – 1 = 1 C6
3

26 2

當 n = 3
2

k = 1
sin6 k3 =

C6
3

26 2 – C
6
2

25 – 1 + C
6
1

25 – 1 – C
6
0

25 2 = 2732
C6
3

26 3

當 n = 6
5

k = 1
sin6 k6 =

C6
3

26 5 –
C6
2

25 – 1 + C
6
1

25 – 1 – C
6
0

25 – 1 = C
6
3

26 6

∴我們將 n限定為大於 3的正整數
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當 n > 3
n – 1

k = 1
sin6 kn =

C6
3

26 n – 1 –
C6
2

25 – 1 + C
6
1

25 – 1 – C
6
0

25 – 1 = C
6
3

26 n

藉由觀察以上幾個例子，我們做了以下的猜測：

n – 1

k = 1
sinm kn =

C
m
m
2

2m n （當m是偶數且 n> m2）,

1
2m–1 C

m
m–1
2
cot2n –C

m
m–3
2
cot32n +…+ –1

m–1
2 Cm

0 cotm2n （當m是奇數）,
(m,n N,n 2)

證明我們的猜測是正確

當 m是偶數且 n > m2 時

∵ sinm = 1
2m – 1

C
m
m
2

2 – C
m
m – 2
2
cos2 +… + – 1

m
2Cm

0 cosm

∴
n – 1

k = 1
sinm kn =

1
2m – 1 [

C
m
m
2

2 n – 1 – C
m
m – 2
2
– 1 +… + – 1

m
2Cm

0 – 1 ] = 1
2m Cm

m
2
n

當 m是奇數時

∵ sinm = 1
2m – 1 [ C

m
m – 1
2
sin – C

m
m – 3
2
sin3 +… + – 1

m – 1
2 Cm

0 sinm ]

∴
n – 1

k = 1
sinm kn =

1
2m – 1 [ C

m
m – 1
2
cot 2n – C

m
m – 3
2
cot 32n +… + – 1

m – 1
2 Cm

0 cotm2n ]

於是我們完成定理一的證明。

定理二

n – 1

k = 1
cosm kn =

C
m
m
2

2m n – 1 （當 m是偶數且 n > m2 ）,

0 （當 m是奇數）,
( m, n N, n 2 )

首先我們來觀察以下的例子：

n – 1

k = 1
cos kn = 0

∵ cos2 = 1 + cos22

∴
n – 1

k = 1
cos2 kn =

n – 1

k = 1

1 + cos2kn
2 = 12 n – 1 +

1
2
n – 1

k = 1
cos2kn = 12 n – 1 –

1
2 =

1
2 n – 1

∵ cos3 = C
3
1cos + C3

0cos3
22 ∴

n – 1

k = 1
cos3 kn =

0
22 = 0

∵ cos4 = 123 [
C4
2

2 + C4
1cos2 + C4

0cos4 ]

∴
n – 1

k = 1
cos4 kn =

C4
2

24 n – 1 +
C4
1

23
n – 1

k = 1
cos2kn + C

4
0

23
n – 1

k = 1
cos4kn

當 n = 2
1

k = 1
cos4 k2 =

C4
2

24 +
C4
1

23 – 1 + C
4
0

23 = 0
C4
2

24 2 – 1

當 n > 2
n – 1

k = 1
cos4 kn =

C4
2

24 n – 1 +
C4
1

23 – 1 + C
4
0

23 – 1 = C
4
2

24 n – 1

∴我們將 n限定為大於 2的正整數

∵ cos5 = 124 C
5
2cos + C5

1cos3 + C5
0cos5

∴
n – 1

k = 1
cos5 kn =

1
24 C

5
2

n – 1

k = 1
cos kn + C

5
1

n – 1

k = 1
cos3kn + C5

0

n – 1

k = 1
cos5kn = 0
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∵cos6 = 125 (
C6
3

2 + C6
2cos2 + C6

1cos4 + C6
0cos6 )

∴
n – 1

k = 1
cos6 kn =

1
25 [

C6
3

2 n – 1 + C6
2

n – 1

k = 1
cos2kn + C6

1

n – 1

k = 1
cos4kn + C6

0

n – 1

k = 1
cos6kn ]

當 n = 2
1

k = 1
cos6 k2 =

1
25 [

C6
3

2 + C6
2 – 1 + C6

1 1 + C6
0 – 1 ] = 0 C6

3

26 2 – 1

當 n = 3
2

k = 1
cos6 k3 =

1
25 [

C6
3

2 2 + C6
2 – 1 + C6

1 – 1 + C6
0 2] = 125

C6
3 3
26 – 1

當 n > 62
n – 1

k = 1
cos6 kn =

1
25 [

C6
3

2 n – 1 + C6
2 – 1 + C6

1 – 1 + C6
0 – 1 ] = C

6
3

26 n – 1

∴我們限定 n是大於
6
2 的正整數

藉由觀察以上幾個例子，我們做了以下的猜測：

n – 1

k = 1
cosm kn =

C
m
m
2

2m n – 1 （當 m是偶數且 n > m2 ）,

0 （當 m是奇數）,
( m, n N, n 2 )

證明我們的猜測是正確

當 m是偶數且 n > m2 時，∵ cosm = 1
2m – 1

C
m
m
2

2 + C
m
m – 2
2
cos2 +… + Cm

0 cosm

∴
n – 1

k = 1
cosm kn =

C
m
m
2

2m n – 1 + 1
2m – 1C

m
m – 2
2
– 1 +… + C

m
0

2m – 1 – 1 =
C
m
m
2

2m n – 1

當 m是奇數時，∵ cosm = 1
2m – 1 C

m
m – 1
2
cos + C

m
m – 3
2
cos3 +… + Cm

0 cosm

∴
n – 1

k = 1
cosm kn =

0
2m – 1 = 0

於是我們完成定理二證明。

五、結論及應用

藉由四個引理的輔助，我們證明下列：


n–1

k=1
sinmkn =

C
m
m
2

2m n （當m是偶數且 n> m2）,

1
2m–1 C

m
m–1
2
cot2n –C

m
m–3
2
cot32n +…+ –1

m–1
2 Cm

0cotm2n （當m是奇數）,
(m,n N, n 2)


n – 1

k = 1
cosm kn =

C
m
m
2

2m n – 1 （當 m是偶數且 n > m2 ）,

0 （當 m是奇數）,
( m, n N, n 2 )

∵ a1 + a2 +… + an – 1 2 =
n – 1

k = 1
ak 2 + 2

n – 2

i = 1

n – 1

j = i + 1
aiaj

∴
n – 2

i = 1

n – 1

j = i + 1
sin in sin

j
n =

1
2 cot

2

2n –
n
2

n – 2

i = 1

n – 1

j = i + 1
cos in cos

j
n =

– 1
2

n
2 – 1 =

– n
4 + 12 ■

參考資料

余文卿 等著「高中數學第二、四冊」，龍騰文化。
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前言

黃金比例： ＝ 1.61803…，相對於另一個

童叟皆知的常數 ，顯然遜色不少，但是對於藝

術家、哲學家、音樂家、建築師……等人而言，

的魅力反倒是其他數字所難以出其右的，到底

黃金比例是如何引領風騷數千年？讓許多人對它

難以忘懷，又何以有幸能冠上「黃金」二字頭

銜，是否為前人溢美之辭，抑或恰如其分地襯托

出價值，且讓這本以「黃金比例」為核心的數學

簡史，作為讀者客觀判斷的參考！

一、登場

作者M. Livio透過其洗鍊的文筆，娓娓道來

黃金比例的崛起過程，以及在歷史上所扮演的角

色！ 的初登場在何時？未必可考，但在西元前

三百年左右，歐幾里德（Eulid）倒是替黃金比例

下了第一個定義，他利用一直線的「中末比」，

即「直線的中末比分割指該直線的全長和分割後

較長的線段之比＝長線段和短線段的比」來定

義，但是他並未替 冠上「黃金」二字，在本書

作者的考證下，德國數學家歐姆(Martin Ohm.

1789-1854) （註 1）是使用「黃金分割」的第一人，

爾後，諸如「黃金數字」、「黃金分割」甚至

「神的比例」等名詞都陸續被人使用。但最重要

的是什麼原因使得這個數字如此令人興奮，受到

這麼多的注意？原因或許是黃金比例總是以出奇

不意的方式出現在世人眼前，這是它魅力之所

在。

大自然的現象中，舉凡多室的鸚鵡螺，隨著

外殼的擴增。小室的半徑會以黃金比例增加，另

外植物的葉序，向日葵小花的排列，螺旋星系的

漩渦，物理上的準晶體，都有它的痕跡。此外，

在各式各樣的人造物件和藝術品中，為了視覺或

聽覺的和諧效果，也有意或無意間和 扯上關

係。作者詳盡地考證藝術作品後，發現有些宣稱

是依「黃金比例」而製作的作品，未必真正符合

的要求。因此，作者在書中花了不少篇幅去探

討是否所有的文獻中所引用的黃金比例案例，無

論自然界或藝術作品都經得起考驗嗎？這是相對

於一般介紹「黃金比例」的文章中，較少提及

的，換言之，一些筆者原本對於 的觀念，將在

作者的文章中受到挑戰，這也是最吸引我的地

方！

二、黃金比例的原罪

在中學時的課本中，告訴我們希臘著名的巴

特農神殿的建造乃是依照黃金比例所設計，或許

這也是當時國立編譯館引用國外資料所致。一九

九二年，緬因州立大學的數學家馬考斯基在《關

於黃金比例的錯誤觀念》中指出，部分的巴特農

神殿並不符合黃金矩形，但是熱衷於黃金比例的

人都對此一概忽略。換言之，或許巴特農神殿是

在有心人以「黃金比例」的放大鏡去觀看，才得

◎梁勇能／台中一中

再看《黃金比例》
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到的諸如此類的說法吧！

這樣的情形也發生在其他的領域，尤其是藝

術作品上。文藝復興時期引發了黃金比例歷史的

上一個重大轉向，讓黃金比例的觀念不再侷限於

數學上，也能夠用於藝術的解釋。但是如同建築

的結構設計相似，是否真正地包含黃金比例於其

中，同樣打上一個大問號？如同作者所說：「藝

術家也瘋狂？」，很多的藝術家也抱著黃金比例

的大腿，希望和 扯上關係。推究其原因，也許

牽涉到人們對美的追求，而黃金比例是最佳的選

擇，但是否真的如此？也許從「黃金矩形」的研

究中可以獲得一些端倪。假設黃金比例是最具吸

引力的，那依照黃金比例所畫的黃金矩形，自然

將在矩形圈裡獨領風騷。但經過多個實驗的結果

來看，卻未必如此。許福曼(H.R.Schiffman)在一

項實驗中，要求受試者在一張紙上畫出「一個最

有美感的矩形」，結果他們所畫的矩形長寬比是

1.9，自然和 = 1.618…有段差距！因此，多倫

多大學的心理學家高奎奇(Michael Godkewitsch)

下結論說：「在西方世界中，關於『是否已經有

一個可靠的陳述，可以表達出人們對於某種特殊

的長寬比，具有美學上的偏愛？』這個基本問

題，答案大概是沒有。」

除了繪畫之外，黃金比例的觸角也擴展至音

樂、詩等，這些創作者希望將黃金比例這個美的

規範轉換成實際的用途，但是作者卻認為需放棄

這種想法，不要再將黃金比例當作是一成不變的

標準應用在人的體態上，或是當作精緻藝術的檢

驗標準，如同瑞士 法國建築師暨畫家科比意(Le

Corbusier)所言：「不要讓黃金分割取代了我們鑑

賞力裡的那種神秘體驗」。

三、本來無一物，何處惹塵埃

英 國 數 學 家 哈 地(Godfrey Harold Hardy,

1877-1947)說：「數學家的模式，就和畫家和詩

人一樣，一定美麗無比」，以黃金比例當作例子

再好不過了。不要刻意去「強調」黃金比例的存

在，驀然回首，才發現它的無所不在！好比薩騰

(May Sarton,1912～1995)所言：「我看到了宇宙

中有一種秩序在，而數學是讓它現身的方法之

一」。藉此，作者 Livio 在書尾以「上帝是一位

數學家嗎？」，探討數學是否為萬能？衍生出數

學究竟是「發現」或「發明」爭議論點，摒除這

個無解的問題外，每個人都會同意隨著人類的探

索，數學的威力是不斷在增強，黃金比例亦然！

結語

再也沒有比「書中自有黃金屋」這個形容詞

更能詮釋這本書了。但此書的價值，除了「黃

金」二字外，讓筆者獲益處在於：對於「在不疑

處起疑」的要義有更深一層的體認，如同科學的

精神在求真、求善、求美。在知識的範疇中，時

時抱著質疑的態度來面對，否則就陷入像文藝復

興時期的教廷人士一般，對於地球是宇宙中心之

說深信不疑。當然，對於此書，比照辦理！ ■

註解

[1]此歐姆先生並非發現電阻定理的歐姆(George Simon

Ohm)，但為兄弟關係。

參考文獻

[1] Mario Livio 著，邱宏義譯：《黃金比例 (The

Golden Ratio)》。遠流出版社（臺北）。2004。
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◎陳傳義／桃園高中

百位1是完全平方數嗎？

11, 111, 1111, , 111 11 100

阿元說：「老師，這個題目我們曾在其他學

校的網頁上看過。」

「網頁上有解答嗎？」

「沒有。」

「還好，不然你們可就勝之不武了。」

婷婷說：「才不呢，就算有解答，我也要憑

自己的腦袋做出來。」

「那麼，你們找到證法了嗎？」

阿元說：「我們兩人各有不同的想法。」

「好，阿元先說。」

「我發現，這 99 個數都是奇數，假如是完

全平方數的話，必是正奇數的平方。奇數可以表

為 2k + 1，這裡 k是某個整數，平方後

2k + 1 2 = 4k2 + 4k + 1 = 4k k + 1 + 1

表示奇數平方除以 4，餘數必定是 1。」

我讚許道：「有道理，奇數平方除以 4，餘

數為 1。我們姑且稱為“阿元定理”。」

婷婷說：「哪有這麼簡單的定理？」

「嗯，那就謙虛一點，改叫“阿元引理”。

偶數的平方又如何呢？婷婷，讓你來說。」

婷婷在紙上寫著：

2k 2 = 4k2

「這容易。偶數的平方被 4整除。」

「不錯，我們就稱為“婷婷引理”，以示公

平。阿元，你繼續證下去。」

「題目中每個數除以 4都餘 3，違反“阿元

引理”，因此每個數都不是完全平方數。其實就

算再多幾位也一樣。」

「正確。只要把“題目中每個數除以 4都餘

3”這句話再解釋清楚一些 （註） ，就可以投稿應

答了。那麼婷婷的方法呢？」

婷婷趕快說她的新發現：「老師，因為題目

每個數的個位數都是 1，如果是某自然數m的平

方，則 m的個位數也是 1。我試算了幾個：

112 = 121, 212 = 441, 312 = 961, 412 = 1681,

512 = 2601

發現它們十位數都是偶數，而題目中每個數

的十位數卻是 1，所以每一個都不可能是平方

數。」

「你的理由有破綻， m2 個位數是 1， m 的

個位數卻未必為 1。」

婷婷有點兒意外：「還有什麼？」

阿元插嘴道「妳忘了 9。」

「對耶。你們等我一下下。」婷婷在紙上迅

速算了起來：

92 = 81, 192 = 361, 292 = 841, 392 = 1521, 492

= 2401

「哈，十位數還是全部偶數。」

我再澆一盆冷水：「仍不算是周延的證明，
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你只觀察五個數，就歸納推想：“個位數為 1或

9 的自然數，平方後個位數是 1，十位數是偶

數”，恐怕略嫌武斷。你需要更嚴密的說明。」

「啊？老師的意思是用數學歸納法嗎？這對

我可就有點兒挑戰了。」

阿元說：「不用吧。如果自然數m的個位數

為 1或 9，可以表成 m = 10k ± 1，而

m2 = 10k ± 1 2 = 100k2 ± 20k + 1

= 10 10k2 ± 2k + 1

很明顯，個位數就是 1。又其中 10k2 ± 2k的

個位數就是 m2 的十位數，而不論 k 是多少，

10k2 ± 2k 都是偶數，所以 m2 的十位數必為偶

數。」

婷婷嬌嗔地說：「阿元，你每次都這麼厲

害，我嫉妒你。」

我開玩笑道：「女生太會嫉妒容易變醜，可

就不妙了。」

婷婷挑釁地說：「阿元，我要考倒你。如果

把這題的數字 1改成其他數字，就是全部是 2，

或全部是 3等等，會不會出現平方數？」

阿元說：「我要去趕火車，我明天再告訴你

好了。」

婷婷加大音量：「不行，你想不出來就不准

回家。」

我說：「女生不要太兇，免得更快變醜。不

過，婷婷衍生出另一個問題，倒也很有意思。為

了敘述方便，我們就把 1111稱為 4位 1，22222

稱為 5位 2，其餘依此類推。那麼婷婷的問題可

以這樣敘述： n位 p ( n 2， p = 2, 3,…, 9)是否

為完全平方數？」

阿元想了一下，說：「 n位 5和 n位 9也可

以用前面的“阿元引理”解釋，所以同樣都不是

完全平方數。而 n位 2和 n位 6是偶數，則可以

用“婷婷引理”解釋，也都不是完全平方數。至

於其他四種情形，就是 n 位 3、 n 位 4、 n 位 7

與 n位 8，卻沒有違反這兩個引理。」

我問：「沒有違反是否表示皆為完全平方

數？」

阿元說：「當然不對。例如33、44、77、88

都不是完全平方數。所以如果有平方數存在，就

要知道哪些是哪些不是，這可要傷腦筋了。」

這時婷婷埋頭振筆疾書，阿元湊過去靜觀。

紙上寫著：

10k + 1 2 = 100k2 + 20k + 1 1

10k + 2 2 = 100k2 + 40k + 4 4

10k + 3 2 = 100k2 + 60k + 9 9

10k + 4 2 = 100k2 + 80k + 16 6

10k + 5 2 =100k2 + 100k + 25 5

10k + 6 2 = 100k2 + 120k + 36 6

10k + 7 2 = 100k2 + 140k + 49 9

10k + 8 2 = 100k2 + 160k + 64 4

10k + 9 2 = 100k2 + 180k + 81 1

「哈，我發現了：平方數的個位數不會出現

2、3、7、8，所以 n位 3、 n位 7和 n位 8絕不

可能是完全平方數。糟糕，剩下 n位 4該怎麼辦

呢？」

兩人皺眉苦思片刻，毫無進展。

「還是我來宣布結果吧，免得阿元趕不上火

車，回家被罵。

其實 n位 4 ( n 2 仍然不是完全平方數。」

「為什麼呢？」兩人異口同問。

「設 un表 n位 1 ( n 2 ，則 n位 4就是 4 un，

假如它是完全平方數，則必是偶數 2h的平方，即

4un = 2h 2 un = h2

我們會推出 n位 1也是完全平方數，違背了

我們剛剛所獲得的結論。」

「哇，太神奇了，每位數字相同的正整數竟

然都不是完全平方數。」婷婷的神情充滿發現的

樂趣。
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阿元急道：「我要走了，我要走了，現在火

車可不太會誤點吶。」

看著他們快速離去之後，我把婷婷的想法再

略加深究，發現平方數的個位數為 1，5，9時，

十位數為偶數；個位數為 6時，十位數為奇數，

所以除了 n位 4之外，從末兩位數字都足以推出

不是完全平方數。

古人說「教學相長」。今天我也該帶著豐收

的神情下班吧。 ■

註解

借用上文符號，定義 u0 = 0, u1 = 1，因為 un =

100 un – 2 + 11 = 4 25un – 2 + 2 + 3，所以 un n 2)除以

4都餘 3。
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12-1. 奧修的念珠是由七顆精選的寶石串起來

的，其中標示 2的那顆寶石的重量為 2克拉。

為了某種目的，這串念珠每顆寶石的重量必須是

其左、右兩顆相鄰寶石重量的幾何平均數。試求

這串念珠其餘六顆寶石的重量。

【解 1】（黃俊嶧、吳政逸／鳳山高中 3年 16班-

連崇馨老師指導）

如圖，

由題意可知

ab = 4
2c = a 2

ae = c 2

cf = e 2

de = f 2

bf = d 2

2d = b 2

c = a
2

2

e = a
3

4

f = a
4

8

d = a
5

16

b = a
6

32

又 ab = 4 a 7
32 = 4 a = 2（克拉）,

再代回前面關係式得 b = c = d = e = f = 2（克

拉）.

【解 2】（鄭仕豐老師／鹿港高中）

設七顆念珠之重量分別為 a1 = 2, a2, a3, a4, a5, a6,

a7 克拉，如下圖所示，

問題集
誌謝

感謝全國師生對問題集的熱烈迴響！由於篇幅所限，我們實在無法將全部稿件一一刊載，敬請大家

見諒。底下是所有參與問題集 XII的師生名單，《數學新天地》謹此致上最深的謝意：

郭儒鍾老師／桃園高中；胡照南老師／台南高商；蘇啟天老師／高雄市三民高中；鄭仕豐老師／鹿

港高中；王憲津／斗六高中；張期博／礁溪國中 2年 6班；張嘉玲／嘉義女中；蘇智全老師／台南

高工；楊椀軫、謝博欽／台南高工電子一甲－蘇智全老師指導；陳基正老師／楠梓高中；黃俊嶧、

吳政逸／鳳山高中 3年 16班－連崇馨老師指導；王義富、陳柏翰／林口高中 3年 10班；許展瑞／

宜蘭高中 1年 7班；柯鈞翊／旗美高中 1年 7班；張進安／高雄市中正高中；王香評老師／台南一

中；李維昌老師／宜蘭高中；蔡崇敏／師大附中高二 1114班；劉秉頤老師／斗六高中（以上依進稿

先後順序排列）
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我們依 a1 與 a2 之大小討論如下：

若 a2 > a1 ，

則∵ a2是 a1與 a3之幾何平均數，∴ a3 > a2；

又∵ a3是 a2與 a4之幾何平均數，∴ a4 > a3；

依此類推下去得 a1 < a2 < a3 < a4 < a5 < a6 < a7 <

a1，此為矛盾。

若 a2 < a1 ，

則∵ a2是 a1與 a3之幾何平均數，∴ a3 < a2；

又∵ a3是 a2與 a4之幾何平均數，∴ a4 < a3；

依此類推下去得 a1 > a2 > a3 > a4 > a5 > a6 > a7 >

a1，此為矛盾。

由 與 得知 a1 = a2。同理可得 a2 = a3,

a3 = a4, a4 = a5, a5 = a6, a6 = a7 ，故知所有念珠

之重量均為 2克拉。 □

12-2. 如下圖所示，秦淮河遠處有一座虎跑

寺。每年六月，附近即將畢業的小學生都會聚集

在秦淮河左岸岸邊，準備參加游泳渡秦淮河比

賽。當聽到虎跑寺樓頂響起〈驪歌〉「長亭外，

古道邊，芳草碧連天，…」時，方可跳入河裡，

游向對岸。最先抵達對岸者獲勝。

虎

跑

寺

天
連
碧草

芳邊
古

外 亭
長

秦

准

河

道

如果附近的河岸筆直，且寬度一樣，那麼在秦淮

河左岸的哪個點準備跳河游向對岸最有利？

【解】（張嘉玲／嘉義女中）

假設塔頂為 A ，塔底為 B ，則最理想點 C 為 A

到秦淮河左河岸 L的垂足，故運用三垂線定理來

解題：過塔頂 A點往地面做垂線，設垂足為 B，

過B對 L做垂線，得垂足C點，則C即為所求。

□

12-3. 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13，這

十三個數字分成三群，使每群中的任兩個數字差

都不在該群內。

【解】（王憲津／斗六高中）

A = 1, 4, 7, 10, 13 A 中任二數之差為 3 的倍

數，皆不在 A內。

剩下 2, 3, 5, 6, 8, 9, 11, 12，分成

B = 2, 3, 11, 12

C = 5, 6, 8, 9

明顯可看出任二數之差皆不在該群內。

其中 7亦可放在 B或 C內。 □

12-4. 有某一個含有 n個整數的集合，具下述

性質：任何 n 1個整數的積與其餘那一個整數

的差可被 n整除。試證：此 n個整數的平方和可

被 n整除。

【解 1】（蘇啟天／高雄市三民高中）

設 A = a1, a2,…, an ，ai Z， i N

∵ n a1 a2 … an
ai

n a1a2a3…an ai 2, i = 1, 2…n
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∴ n a1a2a3…an a1 2

n a1a2a3…an a2 2

n a1a2a3…an an 2

∴ n n a1a2a3…an
n

i = 1
ai 2

∴ n
n

i = 1
ai 2 □

【解 2】（王香評老師／台南一中）

設此 n個數為 a1, a2,…, an 1, an ，依題意：

a2a3…an ≡ a1 (mod n )

a1a3…an ≡ a2 (mod n )

a1a2…ai 1ai + 1 … an ≡ ai (mod n )

a1a2…an 1 ≡ an (mod n )

故

a1a2a3…an ≡ a1 2 (mod n )

a1a2a3…an ≡ a2 2 (mod n )

a1a2a3…an ≡ an 2 (mod n )

n a1a2a3…an ≡a1 2 + a2 2 +… + an 2 (mod n )

∴ n a1 2 + a2 2 +… + an 2 □

【解 3】（鄭仕豐老師／鹿港高中）

證明：設該集合含有 a1, a2, a3,…, an這 n個整數，

則由題意知

對於每一個 i 1, 2, 3,…, n ，均存在一個整數

ki 使得下式成立，

a1a2…ai 1ai + 1…an ai = nki

移項後再乘以 ai 得

ai 2 = a1a2 … an + nkiai

相加得

n

i = 1
ai 2 = n a1a2…an + n

n

i = 1
kiai ,

故知

n
n

i = 1
ai 2 ,

亦即，此 n個整數的平方和可被 n整除。 □

12-5. 一位父親臨終前就遺產分配給兒子的方

式留下遺囑：第一個兒子分得 100萬元與剩下遺

產的十分之一；第二個兒子分得 200萬元與剩下

遺產的十分之一；第三個兒子分得 300萬元與剩

下遺產的十分之一；…；以此類推，所有的兒子

分得的錢數正好相等。

請問：這位父親共有多少遺產？每人分得多少

錢？

【解 1】（郭儒鍾老師／桃園高中）

設父親遺產共有 n萬元,且第 k個兒子分得 ak 萬

元，由題意可知

a1 = 100 + n 100
10 ,

a2 = 200 + n a1 200
10 .

又每人分得的遺產相同，故 a1 = a2

將上二式移項整理得一方程組
10a1 = n + 900
11a1 = n + 1800

解聯立得 a1 = 900, n = 8100

即父親遺產共 8100萬元,且每人分得 900萬元

□
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